12 Ominaisarvot ja diagonalisointi®

Tasséa luvussa tarkastellaan nelidmatriisin ominaisarvoja ja diagonalisointia. Sovel-
luksena esitetdédn laskumenetelmé diagonalisoituvan matriisin potensseille. Omi-
naisarvoja tarkastellaan lisdd kurssin toisessa osassa.

12.1 Ominaisarvon maaritelma

Matriisin ominaisarvoista puhutaan silloin, kun matriisilla kertominen vaikuttaa
johonkin vektorin samalla tavalla kuin skalaarilla kertominen. Tuo vektori on sil-
loin matriisin ominaisvektori ja vastaava skalaari on matriisin ominaisarvo.

Masritelma 12.1. Oletetaan, ettd A on n X n -nelibmatriisi. Luku A € R on
matriisin A ominaisarvo, jos on olemassa sellainen vektori v € R”, ettd v # 0 ja

Av = \v.
Vektoria v, joka toteuttaa ylld mainitun ehdon kutsutaan ominaisarvoon A liitty-
vaksi ominaisvektoriksi.

Huom. 1. Edellinen maééritelmé on sekd ominaisarvon ettd ominaisvektorin
maédritelmd. Ominaisarvoa ei voida méaritelld ilman ominaisvektoreita eikd omi-
naisvektoreista voida puhua mainitsematta, mihin ominaisarvoon ne liittyvat.

Huom. 2. Nollavektorin ei haluta olevan ominaisvektori, sillad jos niin olisi, kaik-
ki reaaliluvut olisivat kaikkien matriisien ominaisarvoja, koska A0 = A0 kaikilla
AeR.

Esimerkki 12.2. Matriisilla

oy

L)Lk

Erés ominaisarvoa 4 vastaava ominaisvektori on siis (1,1).
Samaa ominaisarvoa voi vastata useampi eri ominaisvektori. Esimerkiksi (2, 2)
on myo6s matriisin A ominaisarvoa 4 vastaava ominaisvektori, silla

=B

Matriisilla A on toinenkin ominaisarvo. Huomataan nimittéin, etta

F L=

Siten my6s luku 2 on matriisin A ominaisarvo.

on ominaisarvo 4, silla

2T4t4 lukua ei ole vuoden 2012 materiaalissa.
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Kuten edellinen esimerkki osoittaa, matriisilla voi olla useampi kuin yksi omi-
naisarvo. Kuhunkin ominaisarvoon liittyvit omat ominaisvektorit, ja myd&s niitd
on kullakin ominaisarvolla useita.

12.2 Ominaisarvojen loytadminen
Ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden 16ytdminen perustuu yhtélon
Av— X =0 9)

ratkaisemiseen. Ominaisvektoria v ei kuitenkaan voida ratkaista ennen kuin tunne-
taan ominaisarvo A. Sen 16ytédmiseksi muutetaan yhtélé hieman toiseen muotoon.
Ensinndkin huomataan, ettd A\v = A\Iv, missa I on ykkosmatriisi. Néin ollen

AT — Ao = AT — AT = (A — \)a.
Nyt yhtéals (9) tulee muotoon
(A— AD)5 = 0. (10)

Yhtaloa (10) vastaa homogeeninen yhtaléryhmaé, joten silld on aina triviaali-
ratkaisu v = 0. Tam4 ei kuitenkaan kelpaa ominaisvektoriksi, joten tavoitteena on
loytad jokin epétriviaali ratkaisu. Lauseen 10.7 nojalla yhtdlolla on epatriviaaleja
ratkaisuja tdsmélleen silloin, kun kerroinmatriisi A — Al ei ole kddntyva. Toisaal-
ta lauseen 11.3 mukaan neliomatriisi ei ole kd&ntyva tédsmaélleen silloin, kun sen
determinantti on 0. Néin saadaan seuraava lause.

Lause 12.3. Reaaliluku A on neliématriisin A ominaisarvo, jos ja vain jos
det(A — \I) =0.

Esimerkki 12.4. Maaritetaan esimerkin 12.2 matriisin
31

ominaisarvot ja ominaisvektorit. Lahdetadn liikkeelle laskemalla lauseessa 12.3
mainittu determinantti:

3—A 1

det(A—)\I):’ 1 3

’:(S—A)2—1:A2—6A+8.
Ominaisarvot ovat nyt toisen asteen yhtilon A\? — 6 + 8 = 0 ratkaisut. Ne ovat
)\1 =4 ja )\2 = 2.

Maaritetddn vield ominaisvektorit. Kumpaakin ominaisarvoa vastaavat omat
ominaisvektorinsa. Tarkastellaan ensin ominaisarvoa A;. Talloin ratkaistavana on
yhtélo (A — 41)v = 0. Muutetaan matriisi A — 41 redusoituun porrasmuotoon:

_|-1 1| RrRe+pr1 |—1 1| Riepr2 |1 -1
A—4I_[1 _1] 247 [0 O] 1o [0 0].
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Redusoidusta porrasmuodosta nahdaén, ettd vy on vapaa muuttuja ja vy — vy = 0.
Ominaisvektorit ovat siis muotoa (¢,t), missa t € R\ {0}.

Tarkastellaan sitten ominaisarvoa Ay = 2. Nyt ratkaistavana oleva yhtdlo on
(A — 21 = 0. Muutetaan matriisi A — 2I redusoituun porrasmuotoon:

1 1| re—p1 |1 1
ware ey Y]
Jalleen ndhdéédn, ettd vo on vapaa muuttuja ja vy + vo = 0. Téalla kertaa ominais-
vektorit ovat siis muotoa (¢, —t), missd ¢t € R\ {0}.

Huom. Jos X\ on matriisin A ominaisarvo, yhtalolla 10 on dédrettémén mon-
ta ratkaisua. Itse asiassa jokainen ominaisvektorin v skalaarimonikerta on myos
ominaisvektori, silld A(cv) = ¢(Av) = ¢(Av) = A\(cv) kaikilla ¢ € R.

Lauseke det(A — AI) on erds muuttujan A polynomi. Sitd nimitetédén matriisin
A karakteristiseksi polynomiksi. Edellinen lause voidaan siis muotoilla my6s niin,
ettd matriisin A ominaisarvot ovat sen karakteristisen polynomin nollakohdat.

12.3 Diagonalisointi

Maéaritelmi 12.5. Neliomatriisia A € R™*™ kutsutaan diagonalisoituvaksi, jos
on olemassa kdantyvd matriisi P € R™" ja lavistdjamatriisi D € R™*™ joille
patee

P~'AP =D.

Diagonalisoituvuuden méarittdminen perustuu seuraavaan tulokseen.

Lause 12.6. Neliomatriisi A € R™"™ on diagonalisoituva, jos ja vain jos silld on
n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria. Talloin

M 0O - 0

PlAP = S 0

0 -+ 0 M\,
missd matriisin P € R™*"™ sarakkeet koostuvat A:n lineaarisesti risppumattomista

ominaisvektoreista ja A1, ...\, ovat niitd vastaavat ominaisarvot samassa jarjes-
tyksessd.

Todistuksen idea. Merkitddn matriisin A lineaarisesti riippumattomia ominaisvek-
toreita vy, . . ., Un. Nama siis muodostavat matriisin P sarakkeet. Siité, etta kyseiset
sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat, voidaan johtaa, ettd homogeenisella
yhtéloryhmélld Pz = 0 on vain triviaaliratkaisu. Téstd puolestaan seuraa, etté P
on kaantyva.

Matriisikertolaskun mééritelmésté seuraa, ettd matriisin AP i:s sarake on Av;
ja ettd matriisin PD vastaava sarake on \;v;. Koska Av; = \;v;, saadaan yhtalo
AP = PD. Viite seuraa, kun kerrotaan tamé yhtilo vasemmalta matriisilla P~1.

O
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Esimerkki 12.7. Esimerkin 12.4 matriisilla
31
on lineaarisesti riippumattomat ominaisvektorit (1,1) ja (1,—1), jotka vastaavat

ominaisarvoja 4 ja 2. Lauseen 12.6 nojalla A on diagonalisoituva. Muodostetaan
ominaisvektoreista matriisi
1 1
P= .

Matriisin P kaanteismatriisi saadaan esimerkiksi lauseen 9.12 avulla. Se on

1{1 1
_1_7
P _2l1 —1]‘
Lasketaan nyt tulo
1{1 113 1/]1 1 104 4|1 1
—1 _ = [
P Ap_zll —1] [1 3} [1 —1] 2[2 —2] [1 —1]

SRR

Tuloksena on ominaisarvoista koostuva lavistdjamatriisi, aivan kuten pitaakin.

Esimerkki 12.8 (Diagonalisoituvan matriisin potenssit). Jatketaan edellistéd esi-
merkkié ja lasketaan matriisin A seitsemés potenssi. Suora matriisikertolasku oli-
si tyolds suorittaa, mutta koska matriisi A on diagonalisoituva, voidaan kayttda
hyvaksi sen ominaisarvoja.

Ensinnékin huomataan melko helposti, etta

D7 — 47 0 _ |16384 0

0 27 0 128/
(Vastaava pitee kaikille neliématriiseille.) Toisaalta yhtilésti D = P7LAP saa-
daan A = PDP7!, ja

(pDP Y =pDp'.PDP'...PDP7' = PD"P7L.
——

=1

Nyt voidaan laskea

1 1] fie384 o] 11 1
7 —1\7 7 p—1 ) 1
AT = (PDPY" = PDP _[1 _1] [ | 128] Qll _1]

1 l16384 128] l1 11 1 l16512 16256] [8256 8128]

16384 —128| |1 -1 2 116256 16512 8128 8256

2

Matriisipotenssin laskeminen saatiin muutettua pariksi matriisikertolaskuksi
sekd tavallisten kokonaislukujen potenssiksi. Samalla vaivalla voitaisiin laskea pal-
jon suurempiakin potensseja. Tamé temppu onnistuu kuitenkin vain, jos alkupe-
rdinen matriisi on diagonalisoituva.
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