9 Matriisit

Aiemmissa luvuissa matriiseja on késitelty siind méaérin kuin on ollut tarpeellista
yhtalonratkaisun kannalta. Matriiseja kiytetddn kuitenkin my6s muihin tarkoi-
tuksiin, ja siksi on hyddyllista selvittad, minkélaisia ominaisuuksia matriiseilla it-
sellddn on. Samalla saadaan joitakin uusia tapoja myos yhtaloryhmien ratkaisujen
tutkimiseen.

Reaalialkioinen m X n -matriisi on reaalilukutaulukko, jossa on m rivié ja n
saraketta. Esimerkiksi

ail a2 e QA1n

a1 ago e aon,
A pu—

Aml Am2 ... QOmn

on m X n -matriisi. Voidaan myos sanoa, ettd matriisin A tyyppi on m x n. Kaik-
kien reaalikertoimisten m x n -matriisien joukkoa merkitddn R™*™. Matriisissa
olevia lukuja kutsutaan matriisin alkioiksi, ja rivilla ¢ sarakkeessa j olevaa alkiota
merkitdan A(1, j). Esimerkiksi

1 0 )
-3 11 2
B= 4 0 2

0 V2 —6

on reaalikertoiminen 4 x 3 -matriisi eli B € R**3. Nihdéin, ettd B(1,3) = 5 ja
B(2,2) = 11.

9.1 Matriisien laskutoimituksia

Matriiseille, kuten vektoreillekin, voidaan mééritelld erilaisia laskutoimituksia.
Osa niistd muistuttaa laheisesti vektorien vastaavia laskutoimituksia.

Matriisien yhteenlasku

Matriisien yhteenlasku maaritelladn seuraavasti. Olkoot A, B € R™*™. Matriisien

A ja B summa saadaan laskemalla yhteen samoissa kohdissa olevat alkiot. Tulok-
sena on m X n -matriisi A + B, jolle pétee

(A+ B)(i,7) = A(i, 7) + B(i, )
kaikilla ¢ € {1,...,m} ja j € {1,...,n}. Esimerkiksi

-1 1+2 2+ (-1) 31
1l =(3+0 4+1 | =13 5
2 5+3 6+2 8 8

1
3 +
5

S =N
w O N

Huom. Vain matriiseja, joilla on sama tyyppi, voidaan laskea yhteen.
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Skalaarikertolasku

Mink4 tahansa matriisin A € R™*™ voi kertoa reaaliluvulla ¢, ja tdtd toimitusta

kutsutaan skalaarikertolaskuksi. Saatava tulos on m X n -matriisi cA, jota nimite-
tddn matriisin A skalaarimonikerraksi ja jolle patee

(CA)(Z7]) =c- A(Z’])

kaikilla i € {1,...,m} ja j € {1,...,n}. Esimerkiksi

2 -1 2.2 2.(=1) 4 -2
210 1| =[2-0 21 [=]0 2
32 2.3 2.2 6 4

Matriisia (—1)A on tapana merkitd —A ja matriisisummaa A + (—B) on tapana
merkitd A — B.

Matriisikertolasku

Matriiseille voidaan maéaritella myos matriisikertolasku. Tamé laskutoimitus on
hieman monimutkaisempi kuin edelld méaritellyt eikd mitdédn vastaavaa ole ole-
massa vektoreille.

Kaksi matriisia voidaan kertoa keskendén vain, jos ensimmaéisessé on yhté pal-
jon sarakkeita kuin toisessa on riveja. Olkoot siis A € R™*™ ja B € R™*P, Tilloin
tulo AB on m X p -matriisi, jolle patee

(AB)(i,7) = A(i,1)B(1,5) + A(,2)B(2,7) + - - - + A(i,n) B(n, j)

A(i, k) B(k, 7)

NE

e
Il

1
kaikilla i € {1,...,m} ja j € {1,...,p}.}

Esimerkki 9.1. Lasketaan matriisien

12
A:E _; g} ja B=|-2 -1
0 1

tulo. Koska matriisissa A on kolme saraketta (tyyppi 2 X 3) ja matriisissa B on
vastaavasti kolme rivid (tyyppi 3 x 2), matriisit voidaan kertoa keskendén. Tulos-

n

"Merkinté, Z ¢ tarkoittaa summaa ¢1 +co + -+ -+ cn.
k=1
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matriisi on tyyppid 2 x 2. Maéritelmén mukaan

o —1 0]| 1 2
1 3 2 —2 1
L 0 1

(214 (=1)-(=2)+0-0 2-24(=1)-(=1)+0-1
1 143-(=2)+2:0 1-24+3-(-1)+2-1

[ 45
R

Esimerkki 9.2. Matriisikertolasku ei ole vaihdannainen operaatio eli tulon teki-
jbiden jarjestystéd ei voi vaihtaa. Tarkastellaan vaikkapa matriiseja

2 1 ) 1 0 3
A—ll 21 ja B—[_4 1].

Laskemalla tulo molemmin péin huomataan, etta

AB = l_4 7] mutta BA = [ 3 6] .

AB =

-8 5 -7 =2
Siten AB # BA.

Oletetaan, ettd A on n x n-matriisi ja k € {1,2,...}. Talloin voidaan matrii-
situlon avulla maéaritelld matriisipotensst

AP =AA---A.
——
k kpl
9.2 [FErityisida matriiseja

Matriiseja, joiden kaikki alkiot ovat nollia, eli jotka ovat muotoa

Omxn: . . . eRan7

kutsutaan nollamatriiseiksi. Ykkosmatriiseja puolestaan ovat matriisit

1 0 0
0 0 1

Ykkosmatriiseja kutsutaan usein myos yksikkomatriiseiksi.
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Huom. 1. Nollamatriisi voi olla mitd tahansa tyyppié. Sen sijaan yksikkémat-
riisissa on aina yhté paljon rivejé ja sarakkeita.

Huom. 2. Jos matriisien tyypeisté ei ole epéselvyytté, saatetaan merkita yk-
sinkertaisemmin Oy, x, = O ja I, = I.

Ei ole vaikea nahda, ettd nollamatriisit kayttaytyvéat matriisien yhteenlaskun
suhteen samalla tavalla kuin nolla lukujen yhteenlaskussa (tai nollavektori vek-
torien yhteenlaskussa): sellaisen lisdéminen toiseen samantyyppiseen matriisiin ei
muuta tuota toista matriisia mitenkddn. Samalla tavoin ykkosmatriisit kéyttayty-
vat matriisikertolaskussa aivan kuten reaaliluku 1 tavallisessa kertolaskussa. Kai-
killa A € R™*"™ pétee nimittain

InA=A ja Al, = A

Eri puolilta kerrottaessa on matriisikertolaskun rajoituksen vuoksi kaytettavé eri
kokoista ykkosmatriisia.

Neliomatriisi on matriisi, jossa on yhtd monta rivid ja saraketta. Esimerkiksi
ykkosmatriisit ovat neliomatriiseja.

Neliomatriisin alkio on ldvistdjdlld, jos alkion rivin ja sarakkeen numerot ovat
samat. Matriisi, jonka kaikki nollasta poikkeavat alkiot ovat lavistdjalla, on ldvistd-
jamatriisi. Lavistdjamatriisi, jonka kaikki lavistdjéalkiot ovat samoja, on puoles-
taan skalaarimatriisi. Skalaarimatriisit ovat ykkosmatriisin skalaarimonikertoja.
Esimerkiksi

2 0 0 0

0 -1 0 0

0 00 O
0 0 0 15

on lavistajamatriisi ja

2 0 0

0 2 0| =213
00 2

on skalaarimatriisi.

9.3 Matriisien laskusaantoja

Matriisien laskutoimitukset noudattavat tiettyja sdantoja, jotka monessa kohdassa
muistuttavat lukujen laskusédantoja.

Lause 9.3. Seuraavat sddnndét pdtevit matriiseille A, B ja C sekd reaaliluvulle
a, jos laskutoimitukset on madritelty:

a) AxB=B+A
b) A+ (B+C)=(A+B)+C
¢) A(BC) = (AB)C
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d) A(B+C) = AB+ AC
¢) (A+ B)C = AC + BC
f) a(AB) = (aA)B = A(aB).

Huom. Kuten aiemmin on jo mainittu, yleisessé tapauksessa AB # BA, eli
tulon vaihdannaisuus ei piade matriiseilla.

Todistus. Osoitetaan esimerkin vuoksi kohta d). Muiden kohtien tarkistaminen
jatetaan lukijalle.

Oletetaan, etta A € R™*™ ja B,C € R™*P. Nyt A(B + C) ja AB + AC ovat
molemmat m X p -matriiseja. On osoitettava, etta kyseisten matriisien alkiot ovat
samoja. Olkoot i € {1,2,...,m} ja j € {1,2,...,p}. Nahdéén, ettd

Il
\E

(A(B + C))(i, ) A(is k) - (B + C)(k, j)

B
Il
—

Il
NE

A(i, k) (B(k, j) + C(k, j))

B
Il
—

(A(i, k)B(k, j) + A(i, k)C(k, 7))

Il
NE

B
Il
—

n

A(i,k)B(k,j) + Y _ A(i,k)C(k, j)
k=1

k
= (AB)(i,7) + (AC)(i, j)
= (AB + AC)(3, 5).

Il
NE

Il
i

Koska matriisit A(B + C) ja AB + AC ovat samaa tyyppid ja niilld on tdsmélleen
samat alkiot, pitee A(B + C) = AB + AC. O

9.4 Matriisin transpoosi

Miiritelmi 9.4. Oletetaan, ettd A on m X n -matriisi. Sen transpoosi AT on
n X m-matriisi, joka saadaan vaihtamalla matriisin A rivit ja sarakkeet kesken&én.

Esimerkiksi matriisin

transpoosi on
15
AT=13 0
2 1
Miiritelmi 9.5. Neliomatriisin A sanotaan olevan symmetrinen, jos AT = A.

Neliématriisin A sanotaan olevan antisymmetrinen, jos AT = —A.
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Esimerkki 9.6. Merkitaan

1 45 0 4 =5
B=14 2 6| ja C=|-4 0 —6
56 0 5 6 0
Tallsin
1 45 0 —4 5
B'=1|4 2 6/=B ja C'=|4 0 6|=-C.
56 0 -5 —6 0

Siis B on symmetrinen ja C on antisymmetrinen.

Transpoosioperaation kéyttdytymistd matriisien laskutoimitusten kanssa va-
lottaa seuraava lause.

Lause 9.7. Seuraavat saannét patevit matriiseille A ja B sekd reaaliluvulle t, jos
laskutoimitukset on mddritelty (ts. matriisit ovat sopivaa tyyppid):

a) (AT =A

b) (A+B)T = AT + BT
¢) (AB)T =BTAT

d) tA)T =t(AT).

Huom. Erityisesti kannattaa painaa mieleen tulon tekijéiden jarjestyksen vaih-
tuminen kohdassa c).

Todistus. Osoitetaan todeksi kohta c) ja jatetadan loput kohdat lukijalle. Oletetaan,
etti A € R™*" ja B € R™P. Nyt sekd (AB)" ettd BT AT ovat molemmat p x m
-matriiseja. On osoitettava, ettd kyseisten matriisien alkiot ovat samoja. Olkoot
ie{1,2,...,p}jaje{1,2,...,m}. Nahdaan, ettd

(AB)T(i,4) = (AB) (i) = 3_ AGLR) - Blhk,i) = 3" AT(kyj) - BT(0,K)
k=1 k=1

k=1
Siten (AB)T = BTAT. O

9.5 Kaanteismatriisi

Matriiseille ei ole maéritelty jakolaskua. Joissakin tapauksissa tdmé puute voidaan
korjata kayttdmalla niin sanottuja kddnteismatriiseja, jotka toimivat samalla ta-
valla kuin kéénteisluvut tavallisten lukujen kertolaskussa. Toisin sanoen kaénteis-
matriisilla kertominen ajaa saman asian kuin jakaminen. Pian tullaan kuitenkin
valitettavasti huomaamaan, etté kaikilla matriiseilla ei ole kddnteismatriisia. Kai-
ken lisdksi on kétevinté rajoittua tarkastelemaan vain neliomatriiseja.
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Maaritelma 9.8. Olkoon A nelibmatriisi. Jos on olemassa saman tyyppinen ne-
liomatriisi B, jolle patee
AB=1 ja BA=I,

sanotaan, ettd A on kddntyvd ja B on matriisin A kddnteismatriisi.

Esimerkki 9.9. Matriisin

o = O
| E—— |

kaanteismatriisi on

2 -2
silla
1 -1 0 0 O 1 1 0 0
AB = |0 1] |—-1 O 1{=10 1 0
1 0 0 2 1 =2 0 0 1
ja
0 0 1{ {1 -1 0 1 0 0
BA=1|-1 0 1{ [0 2 1{=10 1 0
2 1 -2 (1 0 0 0 0 1

Lause 9.10. Matriisilla on korkeintaan yksi kddnteismatriisi.

Todistus. Oletetaan, ettd matriisilla A on kddnteismatriisit B ja B’. Nyt
B=BI=B(AB')=(BA)B'=IB'=B'.

Y1l4 olevan yhtaloketjun perusteella B ja B’ ovat vilttdmétta sama matriisi. Néin
ollen A:n kadnteismatriiseja ei voi olla enempéé kuin yksi. O

Jos matriisi A on kddntyvi, sen kidnteismatriisille kiytetdin merkintdd A~!.
Huomaa, ettd merkintdd A~! ei voi kiyttdd ennen kuin on varmistanut, ettid mat-
riisi A todella on kdéntyva.

Seuraava lause auttaa joidenkin matriisien kdénteismatriisien 10ytédmisessa.

Lause 9.11. Oletetaan, ettd matriisit A ja B ovat kddntyvid. Talloin myds mat-
riisit A=Y, AB ja AT ovat kddntyvid, ja niiden kddnteismatriisit ovat seuraavat:

a) (A7) =4
b) (AB)"' = B4~
¢c) (AT)t=(A"hH".
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Todistus. Lauseen matriisit osoitetaan kédntyviksi nayttamaélla kussakin tapauk-
sessa, ettéd vaitetty kddnteismatriisi todella on matriisin kddnteismatriisi.

a) Osoitetaan matriisi A~! kidntyviksi niyttamalld, ettd sen kiinteismatriisi
on A. Koska A™'A =T ja AA™' = I, on A matriisin A~! kiénteismatriisi eli
(AH=1 = A,

b) Matriisia AB koskevan véitteen todistaminen jatetddn harjoitustehtavéksi.

c) Osoitetaan, ettd matriisin AT kiidnteismatriisi on (A~!)T. Lauseen 9.7 no-
jalla patee

ATAH =4 =1"T =1

Samalla tavalla osoitetaan, ettd (A71)TAT = I. Siten (A™')T on matriisin A"
kidnteismatriisi. Téstd seuraa myos, ettéd matriisi AT on kidntyvi. O

Matriiseille, joiden tyyppi on 2 X 2, on olemassa erityinen kaava kdadnteismat-
riisin 16ytamiseksi.

Lause 9.12. Matriisi
a b

on kddntyvd, jos ja vain jos ad — be # 0. Jos matriisi A on kddntyvd, sen kddn-

teismatriisi on
1 d —b
ad—bc |—c al|’

Todistus. Oletetaan, ettd ad — be # 0. Merkitadn

1 d —b
B = .
ad — bc [c a]
Laskemalla voidaan todeta, ettdi AB = I ja BA = I. Siten B on matriisin A
kédnteismatriisi ja A on kdantyva.

Oletetaan sitten, ettd ad —bc = 0. Nyt on tutkittavana kaksi eri tapausta: joko
a =0 tai a # 0. Jos a =0, niin bc = 0. Siten joko b = 0 tai ¢ = 0. Tallsin

00 . 0 b
A= [c d} tai A= [0 d]'
Kummassakaan tapauksessa ei ole olemassa matriisia B, jolle pitee AB = I.
Tuloon AB tulee nimittdin valttdméattd nollarivi tai nollasarake. Siten A ei ole
kaantyva.
Tutkitaan sitten tapaus a # 0. Nyt d = be/a ja

a b
A= lc bc/a]'
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Oletetaan, ettd on olemassa sellainen matriisi

B= [x y] ,
Z w
ettd AB = I. Tallsin

_la b x y__
AB_[C bc/a] [z w|

ax + bz ay + bw ]_[1 O]

cx +bcz/a cy+ bew/a 01
eli
ar +bz =1
ay +bw =0
cx+bezf/a=0
cy +bcw/a = 1.

Kolmannen yhtélon perusteella c(x + bz/a) = 0. Jos ¢ = 0, pdddytddn saman-
kaltaiseen tilanteeseen kuin silloin, kun a = 0. Siten voidaan olettaa, ettd ¢ # 0.

Talloin taytyy pated x + bz/a = 0 eli = —bz/a. Toisaalta ensimmaéisen yhtélon
perusteella z = (1 — bz)/a. Nyt —bz = 1 — bz, joten 1 = 0. TAmé& on mahdotonta.
Siten matriisilla A ei ole ki&nteismatriisia. O

Suurempien matriisien kddnteismatriisien laskemiseksi ei ole yhté helppoa kaa-
vaa. Kéanteismatriisin méarittdmista késitelladn lisda luvussa 10.2.

9.6 Sarakevektorit

Usein avaruuden R™ vektori (v, vg, ..., v,) samastetaan matriisin
U1
v
2 c Rnxl
Un

kanssa. Joukon R™ ! matriiseja kutsutaan sarakevektoreiksi. Kun avaruuden R"™
vektoreita ajatellaan sarakevektoreina, voi niita kertoa matriiseilla: jos A € R™*"
ja v € R", on tulo Av médritelty, kun v tulkitaan joukon R™*! alkioksi.

Esimerkki 9.13. Matriisin

2 4
A=1|-1 0
-2 1

ja vektorin v = (=5, 3) tulo on

2 4 1 |2
-2 1

Tamé sarakevektori voidaan samastaa vektorin (2,5,13) kanssa.
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