8 Kanta

Téassé luvussa tarkastellaan aliavaruuden virittdjavektoreita, jotka muodostavat
lineaarisesti riippumattoman jonon. Merkintdjen helpottamiseksi oletetaan luvus-
sa koko ajan, ettd W on vektoreiden v1,va, ..., Uy, € R™ virittdma avaruuden R"
aliavaruus eli

W = span(vy, 02, ..., 0m).

Maaritelma 8.1. Olkoot wy,ws,...,w, € W. Vektorijono (w;,ws,...,wy) on
aliavaruuden W kanta, jos seuraavat ehdot péatevit:

a) W = span(wi,wy, ..., wg)

b) jono (wy,ws,...,w) on vapaa.

Esimerkki 8.2. Esimerkissé 6.1 osoitettiin, ettéa vektorit e; = (1,0) ja ea = (0, 1)
virittavit avaruuden R2. Jono (éy,é2) on lisiksi vapaa esimerkin 7.2 perusteella.
Siten (é1,é€2) on avaruuden R? kanta.

Vastaavasti avaruudella R™ on kanta

(e1,€2,...,6€n).

Téassé e; = (0,...,0,1,0,...,0), missd luku 1 on vektorin i:s komponentti. Kan-
taa kutsutaan avaruuden R"™ luonnolliseksi kannaksi. Lukijan tehtévéksi jatetdéan
osoittaa, ettd kyseessé on todellakin kanta.

Kannan vektorit siis virittdvét aliavaruuden, ja lisédksi kanta on vapaa. Lausees-
ta 7.6 saadaan seuraava hyvin kayttokelpoinen tulos:

Lause 8.3. Jono (w1, ws,...,wg) on aliavaruuden W kanta, jos ja vain jos jo-
kainen aliavaruuden W wvektori voidaan kirjoittaa tdsmdlleen yhdelld tavalla vek-
toreiden w1, Ws, . .., Wk lineaarikombinaationa.

Todistus. ”=": Oletetaan, etté jono (wy,...,w,) on aliavaruuden W kanta. Té&l-
16in kannan mééritelmén nojalla W = span(ws, ..., wy) ja jono (wi,...,w,) on
vapaa. Lauseesta 7.6 seuraa, ettd jokainen aliavaruuden W = span(wy,..., wy)
vektori voidaan kirjoittaa tasan yhdella tavalla vektoreiden ws,...,w; lineaari-
kombinaationa.

7<": Oletetaan, ettd jokainen aliavaruuden W vektori voidaan kirjoittaa tés-

mélleen yhdelld tavalla vektoreiden wq, ..., wy lineaarikombinaationa. Tasté seu-
raa heti, ettd W = span(wy,...,wy). Nyt lauseen 7.6 mukaan jono (wq,...,wy)
on vapaa. Néin kannan maaritelmén molemmat ehdot tayttyvat. Siis (wy, ..., wy)
on aliavaruuden W kanta. O

Esimerkki 8.4. Merkitadan w; = (2,-1), wy = (1,3). Osoitetaan lauseen 8.3
avulla, ettd (wy,ws) on avaruuden R? kanta. Oletetaan, ettd v € R2. Ratkaistaan
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yhtdlé z1w; + xowe = v eli yhtdlo x1(2,—1) + 22(1,3) = (v1,v2). Sitd vastaa
yhtaloryhma
{ 2r1 4+ 10 =1

—x1 + 3x9 = vo.

Kun yhtaloryhmén matriisia muokataan alkeisrivitoimituksilla, saadaan matriisi

10
0 1
Matriisista ndhdéaén, etta yhtdloryhmalld on tdsmaélleen yksi ratkaisu riippumatta
vektorista v € R?. Siis jono (w1, w2) on avaruuden R? kanta.

(3v1 — v2)
(’01 -+ 2’[)2)

= =

8.1 Koordinaatit

Kun aliavaruuden vektori kirjoitetaan kannan vektorien lineaarikombinaationa,
kertoimia kutsutaan vektorin koordinaateiksi.

Maaritelma 8.5. Oletetaan, ettd B = (wi,...,wy) on aliavaruuden W kanta.
Oletetaan, ettd u € W. Vektorin @4 koordinaatetksi kannan B suhteen kutsutaan
reaalilukuja ay, ..., a, joilla

U=aw,+ -+ apwg .

Huom. Vektorin koordinaatit jonkin tietyn kannan suhteen ovat yksikésitteiset,
silla vektori voidaan lauseen 8.3 mukaan kirjoittaa vain yhdelld tavalla kannan
alkioiden lineaarikombinaationa. Vektorilla on siis kunkin tietyn kannan suhteen
vain yhdet koordinaatit. Eri kantojen suhteen saman vektorin koordinaatit voivat
tietenkin olla erilaisia.

Esimerkki 8.6. Miiritetdin vektorin @ = (8, 3) koordinaatit avaruuden R? luon-
nollisen kannan & = (€1, €2) suhteen. Koordinaatit ovat 8 ja 3, silla

= 8(1,0) + 3(0,1) = 8¢; + 3.

3ea

Kuva 8.21: Vektorin u koordinaatit kannan & = (€1, é3) suhteen ovat 8 ja 3.
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Tutkitaan sitten vektorin u koordinaatteja jonkin toisen kannan suhteen. Mer-
kitdan w, = (2, —1), w2 = (1,3). Esimerkin 8.4 perusteella (w,w2) on avaruuden
R? kanta.

Maééritetdén vektorin u koordinaatit kannan B = (w;,ws) suhteen. On siis
ratkaistava yhtdlo zqwy + xowe = w eli yhtdld x1(2, —1) + 22(1,3) = (8,3). Esi-
merkistd 8.4 ndhdéén, ettd yhtalon ratkaisu on

1 1

Ir = ?(3U1 — UQ) = ?(24 — 3) =3
1 1

T = ?(’1)1 + 2’1)2) = ?(8 + 6) = 2.

Siis u = 3w + 2ws, eli kysytyt koordinaatit ovat 3 ja 2. Tilannetta on havainnol-
listettu kuvassa 8.22.

2109

3wy

Kuva 8.22: Vektorin u koordinaatit kannan B = (wy, w2) suhteen ovat 3 ja 2.

8.2 Dimensio

Aliavaruudella voi olla useita eri kantoja, mutta jokaisessa niistd on yhtd monta
vektoria.

Lause 8.7. Aliavaruuden W jokaisessa kannassa on yhtd monta vektoria.

Todistus. Oletetaan, ettd B = (v1,...,9;) ja C = (w1, ..., wy) ovat molemmat ali-
avaruuden W kantoja. Pyritdén osoittamaan, ettd j = k. Tehd&én se osoittamalla,
ettd muut vaihtoehdot j < k ja k < j johtavat ristiriitaan.

Oletetaan, ettd j < k. Tarkastellaan yhtaloa

1wy + -z = 0. (6)
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Koska B on W:n kanta, voidaan kaikki kannan C vektorit kirjoittaa kannan B
vektorien lineaarikombinaatioina:

w1 = a1 + a1202 + - - - + a0

W2 = 2101 + G202 + - - + a2;V;

W = ag1V1 + Agav2 + - - + g U;

joillakin a1y, ..., ax; € R. Sijoittamalla ndmé yhtaloon (6) muodostuu yhtépitava
yhtalo:

z1(anv + aipve + - - - + a19;)
+ z9(a2101 + axvs + - - - + az;v;)
+ ...
+ xp(ag1v1 + agovy + - - + akﬂj) =0,

josta saadaan edelleen ryhmittelemélla

(r1a11 + 22021 + - - - + TaK1) V1
+ (z1a12 + ®oaga + -+ - + xTpaR2)V2
+ ...

+ (w101 + waaz; + - + wgar;)v; = 0.

Jono B = (v1,...,7;) on kanta, joten se on vapaa. Siten edellinen yhtalo to-
teutuu, jos ja vain jos kaikki kertoimet ovat nollia:

r1011 + Teas1 + -+ xRap; = 0
T1a12 + T2a22 + -+ Tpapzy = 0
zia1j + voag; + - +wpag; = 0

Kyseessa on homogeeninen yhtéaloéryhma, jossa tuntemattomien méara k& on suu-
rempi kuin yhtéloiden méaré j. Lauseen 7.10 mukaan yhtéaléryhmélla on muitakin
ratkaisuja kuin 1 =0, ..., 2 = 0. Siis jono C = (wy, ..., wy) on sidottu. TAma
on ristiriita, silla C on aliavaruuden W kanta.

Tapaus j > k késitellddn vastaavasti. Talloinkin padadytaédn ristiriitaan. Taytyy
siis pated j = k. O

Voidaan osoittaa, etté jokaisella avaruuden R™ aliavaruudella on kanta. (Té-
maé todistetaan kurssin toisessa osassa.) Liséksi edelld nahtiin, ettéd jokaisessa kan-
nassa on yhtd monta vektoria. Kantavektorien lukuméaraéd kutsutaan avaruuden
dimensioksi.
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Maéaritelma 8.8. Aliavaruuden W dimensio dim (W) on aliavaruuden W kannan
vektoreiden lukumaéara. Jos aliavaruuden dimensio on n, sanotaan, etta aliavaruus
on n-ulotteinen.

Esimerkki 8.9. Avaruuden R? dimensio on 2, silli avaruudella on kanta (&1, é2).
Vastaavasti avaruuden R” dimensio on n, silld avaruuden luonnollisen kannan
vektorien lukumééra on n.

Esimerkki 8.10. Merkitddn v, = (3,—1,5), v = (2,1,3) ja v3 = (0,—5,1).
Olkoon W = span(vy, vg, v3). Mééritetaan aliavaruuden W dimensio.

Oletetaan, ettd @ € R3. Selvitetdin, miké ehto vektorin % komponenttien pitii
toteuttaa, jotta w on aliavaruudessa W. Ratkaistaan yhtalo x191 +z2v2+ 2303 = @

eli yhtals
wl(?’a _17 5) + l’2(2, 17 3) + $3(07 _5a 1) = (Ul, uz, Ug)-

Sitd vastaa yhtéloryhma

3x1 + 2x9 = U
—x1 + T2 — 5x3 = Us

511 + 322 + T3 = U3

Yhtaloryhméan matriisi on

3 2 0 Ul
-1 1 -5 u2l
5 3 1 us

ja se saadaan alkeisrivitoimituksilla muutettua matriisiksi
1 -1 5 —Uu2
0 1 -3 L (uy + 3ug)
0 0 0] X(5u3+us—8u)

Havaitaan, ettd yhtaloryhméalld on ratkaisu, jos ja vain jos alinta rivid vastaava
yhtalo 0 = %(5u3 + ug — 8uq) on tosi eli bug + ug — 8uy = 0. Siten

W = span(vy, U2, U3)
= {(u1,uz,u3) € R? | 5uz + ug — Su; = 0}
= {(uy,uz,u3) € R | ug = 8uy — Sus}
= {(u1,8u; — bug, u3) | ui,us € R}
= {u1(1,8,0) + u3(0, —5,1) | uy,us € R}
= span((1,8,0), (0,—5,1)).
Nyt tiedetéén, ettd vektorit (1,8,0) ja (0,—5,1) virittavit aliavaruuden. Li-
siksi voidaan nayttia, ettd nama kaksi vektoria ovat lineaarisesti riippumattomia.

(Tdmén osoittaminen jatetddn lukijalle.) Siispa jono ((1,8,0),(0,—5,1)) on ava-
ruuden W kanta, ja dim(W) = 2.
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Esimerkki 8.11. Edellisen esimerkin aliavaruudelle W voidaan 16ytéa kanta myos
toisella menetelmaélld. Oletetaan nyt, ettd w = (wy, we, w3) € W. Talloin yhtalo

1‘1(3, *1, 5) + .’EQ(Q, 1, 3) + 35'3(0, *5, 1) = (wl, w2, w3) (7)

pétee joillakin kertoimilla z1,z9,z3 € R. Samalla tavalla kuin edellisessé esimer-
kissd yhtédloa vastaa matriisi

3 2 0w
-1 1 —5|ws
5 3 1| ws

Koska olemme olettaneet, ettd vektori w kuuluu aliavaruuteen W, tiedimme, etté
yhtélostéa (7) saatavalla yhtaloryhmalla on varmasti ainakin yksi ratkaisu. Tamén
vuoksi on samantekevad, mitéd porrasmatriisiin tulee pystyviivan oikealle puolelle,
ja voimme kiinnittdd huomion yhtélon kertoimiin. Namé ndyttavat porrasmatrii-
sissa seuraavilta:

1 -1 5
0 1 -3
0 0 O

Porrasmatriisista huomataan, ettd kolmannessa sarakkeessa ei ole johtavaa al-
kiota. Muuttujan x3 arvo voidaan siis valita vapaasti, ja valinta madrda muuttu-
jien z1 ja xo arvot. Siispé yhtalossa (7) voi kerroin x3 saada minké tahansa arvon,
esimerkiksi arvon 0. Jokainen vektori w € W voidaan téten ilmaista pelkastaan
vektorien v; ja v2 lineaarikombinaationa. Koska ndmé vektorit ovat lineaarisesti
riippumattomat (tarkistus jatetdan lukijan tehtaviksi), ne muodostavat aliavaruu-
den W kannan. Tamé kanta ((3,—1,5), (2,1, 3)) on eri kuin edellisessé esimerkissé
saatu, mutta siind on yhtd monta vektoria. Aliavaruuden W dimensio on siis 2.
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