7 Vapaus

Kuten edellisen luvun lopussa mainittiin, seuraavaksi pyritdan ratkaisemaan, onko
annetussa aliavaruuden virittdjéjoukossa tarpeettomia vektoreita. Jos tallaisia ei
ole, virittajajoukkoa kutsutaan vapaaksi.

7.1 Vapauden méiiritelma

Maaritelma 7.1. Oletetaan, ettéd vy, vg, ..., U, € R™. Vektorijono (v1,v2, ..., Uk)
on wvapaa eli lineaarisesti risppumaton, jos seuraava ehto patee:

jos 101 + calg + -+ + v, = 0 joillakin cq,...,c, € R,
niinclzo, 62:0, ey CkZO.

Jos jono (v1,v2,...,7;) on vapaa eli lineaarisesti riippumaton, voidaan myos
sanoa, ettd vektorit vy, va,..., v ovat lineaarisesti riippumattomia toisistaan. Jos
jono ei ole vapaa, sanotaan, ettd se on sidottu.

Huom. 1. Vektorijonolla (v1,vg,...,0x) tarkoitetaan yksinkertaisesti tiettyjen
vektorien muodostamaa kokoelmaa. Sité ei saa sekoittaa vektorimerkintddn. Ky-
seessé ei siis ole jonkinlainen "vektorien vektori”.

Huom. 2. Maéritelmédn ehto voidaan ilmaista muodossa ”vektorien lineaari-
kombinaatio on nolla vain, jos kaikki kertoimet ovat nollia”.

Tullaan nédkeméan, ettd jos jono (v1,vs,...,7;) on vapaa, voidaan aliavaruu-
den span(vy,vg,...,v) alkiot kirjoittaa tdsmélleen yhdelld tavalla virittdjavek-
torien lineaarikombinaatioina. Virittdjien joukossa ei siis talloin ole tarpeettomia
vektoreita. Katsotaan ensin kuitenkin muutamia esimerkkeja.

Esimerkki 7.2. Merkitddn e; = (1,0) ja ea = (0, 1). Osoitetaan, ettd avaruuden
R? jono (é1,€2) on vapaa. Oletetaan, etti reaaliluvut ¢; ja co ovat sellaisia, etté

ci1€1 + coer = 0.

Nyt ¢1(1,0) 4+ ¢2(0,1) = (0,0), joten (¢1,c2) = (0,0). Taytyy siis pated ¢; = 0 ja
co = 0. Néin on osoitettu, etté jono (€1, ez) on vapaa.

Kuva 7.18: Jono (e1, e2) on vapaa.
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Esimerkki 7.3. Merkitdén v; = (1,2) ja v3 = (=3, —1). Tutkitaan, onko jono
(v1,v2) vapaa vai sidottu.
Oletetaan, ettéd c191 + cavp = 0 joillakin c1, co € R. Nyt

Cl(lv 2) + 02(_37 _1) = (Oa 0)

eli
Cc1 — 302 =0
2c1 —co = 0.

Ratkaistaan tésté cq ja ca:

1—30R2—_2>R11—30%_}?2>1—30R1+_3>R2100
2 —-11]0 0 510 0 110 0 1]0]°

Ainoa ratkaisu on ¢; = 0 ja cg = 0. Jono (v1,v2) on siis vapaa.

Kuva 7.19: Jono (v1,v2) on vapaa.

Esimerkki 7.4. Kun osoitetaan jono sidotuksi, ei vélttamétta tarvitse ratkais-
ta yhtaloryhméa. Toisinaan on nimittdin helppo ndhdé, minkélaisten kertoimien
avulla lineaarikombinaatiosta muodostuu nollavektori.
Merkitadn w; = (2,1) ja we = (—4, —2). Huomataan, etté
2w + we = 0.
Koska vektorien w; ja we lineaarikombinaatio on nollavektori, vaikka kertoimet

eivét ole nollia, jono (w7, wy) on maaritelmén nojalla sidottu.

Esimerkki 7.5. Merkitdan v; = (1,2), v2 = (—3,—1) ja v3 = (—1, 1). Tutkitaan,
onko jono (1,79, 73) vapaa vai sidottu. Oletetaan, ettd 101 + co¥s + c303 = 0
joillakin c;, c2, c3 € R. Talloin

61(1, 2) + 62(*3, *1) + Cg(*l, 1) = (0, 0)
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eli

01—362—63:0
2c1 —ca+c3=0.

Ratkaistaan tastéa cq ja co:
1 -3 —-110 Ry—2R: 1 -3 —-11]0
2 —1 10 0 5 3|0

$re (1 =3 —1|0] myrspe [1 0 4/5]0
0 1 3/5]0 01 3/5/0|

Ut

Huomataan, ettd yhtdloryhmaélld on ddrettoméan monta ratkaisua:

xy = —(4/5)t
xo = —(3/5)t missé t € R.
xr3 — t

Nain ollen ¢; = 0, ¢ = 0, c3 = 0 ei ole ainoa ratkaisu. Voidaan valita esimerkiksi
t =5, jolloin ¢; = —4 ja ¢ = —3 ja c3 = 5. Talldin —4v; — 3v9 + 5v3 = 0. Jono
(v1, U2, v3) on siis sidottu. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 7.20.

Kuva 7.20: Jono (v1, v2,v3) on sidottu.

Maéaritelman mukaan jonon vapaus kertoo siita, ettd nollavektori voidaan kir-
joittaa vain yhdella tavalla jonon vektorien lineaarikombinaationa. Selvéstikin yh-
talo

v+ ey =0

toteutuu ainakin, jos kertoimiksi ¢y, ..., c; valitaan nollat. Toisinaan yhtal6 kui-
tenkin toteutuu myos joillakin muilla kertoimilla. Jono on vapaa, jos yhtélo toteu-
tuu ainoastaan nollakertoimilla.
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Seuraava lause osoittaa, etté vektorijono (v1,...,vx) on vapaa, jos ja vain jos
aliavaruuden span(vy, ..., vx) kaikki vektorit voidaan ilmaista tdsmélleen yhdel-
14 tavalla virittdjédvektorien vy, ..., U lineaarikombinaatioina. Siis jos nollavektori
voidaan kirjoittaa vain yhdelld tavalla virittédjavektoreiden lineaarikombinaationa,
myos kaikki muut aliavaruuden span(vy, ..., 0x) vektorit voidaan kirjoittaa vain
yhdella tavalla virittdjévektoreiden lineaarikombinaationa, ja péinvastoin. Vapaat
vektorijonot ovat kiinnostavia nimenomaan sen vuoksi, ettd niistd saadaan virit-
tajajoukko, jossa ei ole turhia vektoreita.

Lause 7.6. Oletetaan, etti vq,v2,...,0; € R™. Jono (v1,v2,...,05) on vapaa,
jos ja vain jos jokainen aliavaruuden span(vi,vs,...,0x) alkio voidaan kirjoittaa
tismdlleen yhdelld tavalla vektorien vy, vs, ..., v lineaarikombinaationa.

Todistus. Muotoa ”jos ja vain jos” oleva véite todistetaan kahdessa osassa. Ensin
oletetaan viitteen ensimméisen osan olevan totta ja osoitetaan, ettd talloin jal-
kimméinen osa péatee. Tatéd todistuksen vaihetta merkitddn usein symbolilla ”=>".
Sitten oletetaan jalkimmaéisen osan olevan totta ja osoitetaan, ettd télldin ensim-
méinen osa patee. Tatd todistuksen vaihetta merkitdan symbolilla ”<=". Ryhdy-
taan todistamaan vaitetta.

"=": Oletetaan ensin, etta jono (vy,vs,...,7;) on vapaa. Osoitetaan, etta jo-
kainen aliavaruuden W = span(vy, 09, ..., v;) alkio voidaan kirjoittaa tdsmaélleen
yvhdella tavalla virittdjavektorien vy, vo, ..., v, lineaarikombinaationa. Oletetaan,

ettd alkio w € W voidaan kirjoittaa lineaarikombinaationa

W= a1v] + -+ axvg (4)
ja lineaarikombinaationa

w = by + -+ + bpvg (5)
joillakin a1,...,ag,b1,...,b € R. Nyt a1v1 + -+ + agvy = b1v1 + - - - + b0y, joten

a1v1 + -+ apvp — (b1 + -+ - + bpvg) = 0.
Vektorien yhteenlaskun ja skalaarikertolaskun ominaisuuksien perusteella pétee
(a1 —b1)v1 + -+ + (ag — br)v, = 0.

Jono (v1, 09, ..., ;) on oletuksen nojalla vapaa, joten ylla olevasta yhtdlosta seu-
raa, ettd kaikki kertoimet ovat nollia: a; —b; =0, ..., ax — b = 0. Siten a; = by,
..., a = b. Néin ollen tutkitut lineaarikombinaatiot (4) ja (5) ovatkin itse asias-
sa samanlaiset (niissd on samat kertoimet). Siksi vektoria w ei voida kirjoittaa
usealla eri tavalla virittdjavektoreiden lineaarikombinaationa.

7<": Oletetaan sitten, ettd jokainen aliavaruuden W = span(vy,v,. .., Uk)
alkio voidaan kirjoittaa tdsmaélleen yhdelld tavalla virittdjavektorien v, vs, ..., U
lineaarikombinaationa. Osoitetaan, ettd jono (v, ve,...,Vx) on vapaa. Sitd varten
oletetaan, ettd luvut ci,...,c; € R ovat sellaisia, etté

c1v1 + U2 + - -+ CRpUE = 0.
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Tiedetadn, etta ainakin
001 + 0vg + - - - + 0v, = 0.

Koska nollavektori 0 on aliavaruuden W alkio, se voidaan oletuksen mukaan kir-
joittaa virittdjavektorien lineaarikombinaationa tdsmélleen yhdelld tavalla. Siksi
taytyy péated ¢ =0, ..., ¢ = 0. Siis jono (v1, V2, ..., V%) on vapaa. O

Seuraava lause osoittaa, ettd vektorijono on sidottu, jos ja vain jos jokin sen
vektoreista voidaan ilmaista toisten lineaarikombinaationa.

Lause 7.7. Oletetaan, ettd v1,02,...,0; € R™ ja k > 2. Jono (v1,02,...,0%) on
sidottu, jos ja vain jos

v € span(vy, . . ., Vj—1,Vj41,--- , k)

jollakin j € {1,2,... k}.

Todistus. "=": Oletetaan, ettd jono (v1,v2,..., ;) on sidottu. On siis olemassa
luvut cq,...,c; € R, joilla patee

c101 + catg + - + ¢y = 0,

ja liséiksi ¢; # 0 jollakin j € {1,2,...,k}. Nyt

CjUj = —C1V1 — =+ = Cj1VUj—1 = Cj41Ujq1 — =+ — CkUk
ja edelleen
- Cl _ ijl _ Cj+1 _ Ck _
’Uj ——*"Ul—"'—7'1)]‘_]_—7'1)‘74_]_—"‘—*"Uk.
Cj Cj Cj Cj
Siis ’l_)j S span(T)l, - ,’l_)j_l, ?_)j+1, R ,’l_)k).

7<": Oletetaan sitten, etta
1_)]‘ S Span(ﬁl, - 71_)j—177_}j+17 - ,Uk)

jollakin j € {1,2,...,k}. Nyt on olemassa sellaiset c1,...,¢j—1,¢jt1,...,ck € R,
etta
vj =101+ Go1Uj—1 F G Uj41 + o+ GV

Tasté seuraa, etté
0=c101 + -+ ¢j—10j—1 + (=1)0j + ¢j410j41 + -+ - + Cx Vg
Koska kerroin —1 ei ole nolla, on jono (v, ve,...,vx) sidottu. ]
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Esimerkki 7.8. Tarkastellaan erditi avaruuden R3 vektoreita v1 = (1,—1,0),
ve = (1,1,0), v3 = (0,0,2) ja vg = (3, —1,0). Nailld patee muun muassa

201 + Vg — g = 0,
joten jono (v, 2, U3, v4) on sidottu. Edellisen lauseen perusteella jokin vektoreista
voidaan kirjoittaa toisten lineaarikombinaationa. Y114 olevasta yhtéalosta ndhdaan-

kin, etté
Vg = —2U1 + V4.

Kaikkia vektoreita ei kuitenkaan vélttdméatta voida kirjoittaa toisten lineaarikom-
binaationa. Esimerkiksi ei ole olemassa sellaisia lukuja a, b ja c, ettd péatisi

V3 75 avy + buy + cvgy.

(Tamén tasmaéllinen todistaminen jatetddn lukijalle.)

7.2 Homogeeniset yhtiloryhmait ja vapaus

Vektorijonon vapautta tutkittaessa paddytadn ratkaisemaan yhtéloryhmié, joissa
vakiot ovat nollia. Téllaista yhtdloryhmaa kutsutaan homogeeniseksi.

Maaritelma 7.9. Lineaarinen yhtéaloryhmé, jonka kaikki vakiot ovat nollia, on
nimeltddn homogeeninen yhtdaloryhmd.

Homogeeninen yhtéléryhmé on siis muotoa

a1z + ajpxe + -+ apr, = 0
a2171 + ager2 + -+ azpr, = 0
am1T1 + ama2 + -+ G = 0,
missa aiq,...,amn € R. Homogeenisella yhtéloryhmélla on aina ainakin yksi rat-
kaisu:
r1=0, 22=0, ... x,=0.

Tata kutsutaan yhtaloryhmén triviaaliksi ratkaisuksi.

Lause 7.10. Jos homogeenisessa yhtiléryhmdssd tuntemattomien mddrd n on
suurempt kuin yhtaloéiden madrd m, yhtaloryhmdalld on ddarettoman monta ratkai-
suG.

Todistus. Ensinnédkin yhtaloryhmaélla on valttadmétta ainakin triviaali ratkaisu.
Siten ratkaisuja on joko yksi tai ddrettémén monta.

Oletuksen mukaan yhtéloryhmén matriisissa on enemmén sarakkeita kuin ri-
vejé. Johtavia alkioita enintédédn yksi joka rivilla. Koska sarakkeita on enemmaén
kuin riveja, on matriisissa ainakin yksi sarake, jossa ei ole johtavaa alkiota. Si-
ten vapaita muuttujia on ainakin yksi, ja yhtdloryhmaélla on &édrettomén monta
ratkaisua. O
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Korollaari 7.11. Oletetaan, etti v1, va,...,0m € R, missd n € {1,2,...}. Jos
m > n, niin jono (V1,02,...,0m) on sidottu.

Huom. Korollaari on lause joka seuraa suoraan tai ldhes suoraan toisesta
lauseesta. Tamé korollaari on lauseen 7.10 seuraus.

Todistus. Merkitaan vy = (vik, vog, . - ., vnk) kaikilla k& € {1,...,m}. Nyt yhtaloa
2101 + ToUs + -+ - + Ty U = 0 vastaavaksi yhtiloryhmiéksi saadaan

V1171 + v + - F VT = 0
V11 + Vooo + -+ Vo, = 0
Up1T1 + Up22 + -+ + Uy, = 0.

Téassé homogeenisessa yhtaloryhméssé on enemmén tuntemattomia kuin yhté-
16ita. Siten yhtaloryhméalla on d4rettémén monta ratkaisua. Koska 16ytyy muitakin
ratkaisuja kuin triviaaliratkaisu, ei jono (v1,v2,...,0y) ole vapaa. O

Jos homogeenisessa yhtdloryhméssé tuntemattomien méaérd n on pienempi tai
yhté suuri kuin yhtéléiden méaéara m, ei ratkaisujen méarasta voi dkkiseltaén sanoa
mitddn varmaa. Ratkaisuja voi olla tasmélleen yksi (triviaali ratkaisu) tai &éret-
tomén monta. Jos siis avaruuden R™ jonon (v1, v, ..., 0y, ) pituus m on pienempi
kuin n, ei jonon lineaarisesta riippumattomuudesta voida sanoa sen perusteella
mitaan.
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