6 Virittaminen

Edellisessé luvussa opittiin vastaaamaan erilaisiin lineaaristen yhtaléryhmien rat-
kaisuja koskeviin kysymyksiin. Hyodynnetdéan néité tietoja nyt avaruuden R”™ ali-
avaruuksien tutkimiseen. Palautetaan mieleen, ettd vektoreiden vq,...,vp € R"
virittdma aliavaruus on joukko

span(@l,...,q_)k) = {a1171 + asv9 + - -+ + apvk ‘ ay,ag,...,0 € R}.

Nyt osaamme vastata esimerkissa 4.5 esitettyyn kysymykseen. Esimerkissa ha-
luttiin tietdd, kuuluuko vektori w = (-2, 3,2, —1) vektoreiden

v =(0,—-1,2,1), vy =(2,0,1,—-1) ja v3=(4,2,2,0)

virittdméaén aliavaruuteen span(vy, v2, v3). Talloin paadyttiin yhtaloryhméaan

209 + 4dx3 = =2

—x1 + 2x3 = 3
2r1 + x99 + 2x3 = 2
rT — xT9 = -1

Kysymys siita, kuuluuko w aliavaruuteen span(vy, vg,v3), on muutettu kysymyk-
seksi, onko kyseiselld yhtaloryhmalld ratkaisuja. Kun yhtéloryhméa késitelladn
Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmélld, ndhdaén, ettd ratkaisuja ei ole. Siten
w ¢ span(vy, v, U3).

Kutakin virittajavektorien joukkoa vastaa niiden virittdma aliavaruus. Toisi-
naan on annettu aliavaruus, ja halutaan tietdd, virittavatko jotkin tietyt vektorit
sen. Erityisesti voidaan kysyéa, virittdvatko jotkin annetut vektorit koko vektori-
avaruuden R™. Tutkitaan nditd kysymyksid seuraavissa esimerkeissa.

Esimerkki 6.1. Merkitdan e; = (1,0) ja es = (0, 1). Osoitetaan, ettd vektorit é;
ja ey virittavit koko avaruuden R? eli etté

span(ey, &) = R2.

Kaksi joukkoa osoitetaan samoiksi ndyttdmalla, ettd kumpikin on toisen osajouk-
ko. Tiedetdin, ettd jokainen joukon span(éy,és) vektori on avaruuden R? vek-
tori, joten on selvid, ettd span(e;,ez) C R2 Néin ollen riittdd niyttdi, etti
R? C span(éy,éz). On siis osoitettava, ettd jokainen avaruuden R? vektori voi-
daan esittda vektoreiden e; ja es lineaarikombinaationa.

Oletetaan, ettd v = (v1,v9) € R%. Nyt

V= (1)1,1)2) = 1)1(1, 0) + UQ(O, 1) = vi1€e1 + vaeo.

Koska v voidaan kirjoittaa ylla olevassa muodossa, ndhdéén, ettd v € span(eq, €2).
Siispi R? C span(éy, €2), joten on osoitettu, ettd span(e, ez) = R2.
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Esimerkki 6.2. Tutkitaan, milld ehdolla vektori w = (w1, wa, ws) kuuluu vekto-
reiden
v = (3727 —1), v2=1(2,-2,6) ja v3=(3,4,-5)

virittdméaén aliavaruuteen span(vy, ve, U3).
Jotta vektori w olisi vektoreiden vy, v ja v3 lineaarikombinaatio, taytyy olla
olemassa luvut x1, x2, 3 € R, joille patee

1V + 22U + 303 = W.

Téastéd saadaan yhtdloryhméa

31 + 229 + 33 = w
21 — 29 + 4dx3 = w2
—x1 + 6x2 — bry = ws

Yhtaloryhmén matriisista saadaan alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisi

1 -6 5 —Ws3
0 10 -6 wa + 2ws
0 0 0 w1 — 2w2 — W3

Matriisista ndhdéaédn, ettd yhtaloryhmaélla on ratkaisuja, jos ja vain jos alinta rivid
vastaava yhtalo Ox; 4+ Oxg + Oxs = w; — 2we — w3 on tosi eli w; — 2wy — w3z = 0.
Siten vektori w = (w;,wy,ws) on aliavaruudessa span(vi,v2,v3), jos ja vain jos
w1—2w2—w3:O.
Nyt aliavaruus span(vi, v2,v3) voidaan kirjoittaa uudessa muodossa:
span(vy, v2,v3) = {(w1, w2, ws) € R3 | w; — 2wy — w3 = 0}
= {(wy,wy,w3) € R3 | w3 = wy — 2wy}
= {(w1, we, w; — 2we) | w1, ws € R2}
= {(w1,0,w1) + (0, w, —2wy) | w1, wy € R?}
= {w1(1,0,1) + wo (0,1, —2) | wy,wy € R?}.
Kyseessa on siis vektorien (1,0, 1) ja (0,1, —2) virittdma aliavaruus. Toisin sanot-

tuna
span(v1, v2,v3) = span((1,0,1), (0,1, —2)).

Eri vektorit voivat siis virittdd saman aliavaruuden. Edes virittdjavektorien méa-
ran ei tarvitse olla sama.

Esimerkki 6.3. Tutkitaan, virittavatko vektorit
up = (1,1,0), w2 =(1,0,1), wu3=1(0,1,1) ja ug=(-2,1,1)

avaruuden R3. Oletetaan, ettd w = (wy, w2, w3) € R3. On selvitettivi, onko ole-
massa lukuja x1, x2, 3, ¢4 € R, joille patee

T1U1 + TaUg + T3U3 + T4Uug = W.
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Saadaan yhtéléryhmaé, jonka matriisi on

110 -2]wu
1 01 1| ws
011 1] ws

Tasté saadaan alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisi

11 0 -2 wy
01 -1 -3 w1 — W2
00 1 2|3(ws+w—w)

Matriisista ndhdéaan, ettéd yhtaloryhmalld on ratkaisuja, olivatpa wi, we ja w3 mitéd
lukuja tahansa. Siten w € span(iy, o, U3, 14 ). Néin ollen R® = span (1, g, U3, ).

Edellisen esimerkin virittéjat uq, uo, ug, 44 eivit ole parhaat mahdolliset. Kos-
ka yhtaloryhméssd on vapaita muuttujia, on yhtéloryhmaélla darettoméan monta
ratkaisua. Avaruuden R3 alkiot voidaan siis kirjoittaa usealla eri tavalla viritti-
javektorien lineaarikombinaatioina. Esimerkiksi jos w = (1,2,3), niin ratkaisut

ovat
l’lzt
To =1+t
2 missi t € R.
r3=2-—2t
T4 =1

Valitsemalla ¢ = 3 saadaan

(1,2,3) = 3uy + 4ug — 4us + 3uy
ja toisaalta valitsemalla ¢ = 1 saadaan

(1,2,3) = @y + 21y + Otig + y.

Tamaé ei ole toivottavaa, vaan tavoitteena on 16ytéaé sellainen virittdjajoukko,
ettd aliavaruuden vektorit voidaan ilmaista virittdjavektorien lineaarikombinaa-
tiona tésmaélleen yhdella tavalla. Téllaisia virittdjdjoukkoja tutkitaan seuraavassa
luvussa.
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