5 Lineaariset yhtaloryhmat

Edellisen luvun lopun esimerkissd paddyttiin yhtdloryhméén, jonka ratkaisemi-
sesta riippui, kuuluuko tietty vektori erdiden toisten vektorien virittdméaan aliava-
ruuteen. Taméantyyppisia tilanteita esiintyy lineaarialgebrassa jatkuvasti, ja ky-
symykset voivat olla hyvin monimuotoisia. Esimerkiksi mainitussa esimerkissé ei
itse asiassa tarvittu yhtdléryhmén varsinaista ratkaisua, vaan oli ainoastaan osoi-
tettava sen olemassaolo. Toisissa kysymyksissd olennaista saattaa olla, onko mah-
dollisia ratkaisuja yksi vai useampia. Joidenkin yhtéléryhmien kohdalla haluamme
selvittda, minkalaisen aliavaruuden ratkaisut muodostavat.

Esimerkki 5.1. Tarkastellaan yhtaloryhméa

3r+2y+z2=1
-+ 2y =-1
2 4+4y+2=0

Kysymyksessa on niin sanottu lineaarinen yhtéaloryhmaé, koska yhtélot ovat kaikki
ensimmadisen asteen yhtaloita. Yritetddn ratkaista yhtaloryhma eli 16ytaa sellaiset
luvut z, ¥ ja z, ettd kaikki ryhmén yhtalot toteutuvat yhta aikaa.

Aloitetaan ratkaisemalla toisesta yhtélosta x:

—r+2y=-1 <<= xz=2y+1.

Sijoitetaan sitten saatu x ensimméiseen yhtéloon, ja ratkaistaan z:
32y+1)+2y+2=1 < 6y+3+2y+z2=1 < z=—8y—2.
Sijoitetaan sitten sekd x ettd z kolmanteen yhtaloon, jotta voitaisiin ratkaista y:
22y +1)+4y—8y—2=0 <= 4dy+2+4y—8y—2=0 < 0=0.

Paddyttiin tulokseen 0 = 0. Miten tdma pitdisi tulkita? Onko ratkaisuja yksi
vai useampia? Péateekd yhtdlo ehkéd kaikilla luvuilla? Selvastihdn « ja z kuitenkin
riippuvat y:sté, koska ne ratkaistiin ylla y:n lausekkeina. Mutta samalla tavoinhan
y:n voitaisiin ajatella riippuvan x:std ja z:sta. Vai olisiko sijoitus pitdnyt tehda
jossain toisessa jarjestyksessa?

Esimerkki osoittaa, ettd yhtaloryhmien monimutkaistuessa tarvitaan jokin jér-
jestelmaéllinen menetelmé, jota kdyttdmalla seké saadaan aina varmasti jokin vas-
taus ettd pystytddn tulkitsemaan vastauksen merkitys. Tassd luvussa esiteltava
Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmé redusoi minké tahansa lineaarisen yhté-
I6ryhmén sellaiseen muotoon, ettd kaikkiin (ainakin télla kurssilla tarvittaviin)
kysymyksiin voidaan helposti antaa vastaus.
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5.1 Lineaarisen yhtidloryhman maaritelma

Lineaarinen yhtdloryhmd on yhtaloryhma, joka on muotoa

aizr +  apxz: + - 4+ awmT, = b
azizy +  axnry + - 4+ awmr, = b
am1T1 + amaT2 + -+ apmpTn = by
missé aii,...,aqmn,01,...,0m € R. Symbolit x1,x9,...,x, ovat yhtaldiden tun-
temattomia. Lukuja ai, ..., Gmy nimitetddn yhtaloryhmén kertoimiksi ja lukuja
b1,ba, ..., by, vakioiksi. Jos tuntemattomia on vihan, niitd merkitdin yleensa sym-
boleilla x, ¥, z ja niin edelleen.
Esimerkiksi
—4zy + V3o + 223 = 4
X1 + gxg = 0
5r1 + 2z + llzz = -3
—6.%2 - 321‘3 = 4

on lineaarinen yhtaléryhma.

Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaiseminen merkitsee sita, etta 1oydetddn kaikki
ne luvut, jotka tuntemattomien x1,...,x, paikalle sijoitettuina toteuttavat yhta
aikaa kaikki yhtalct.

Lineaarisen yhtaléryhmén ratkaisemisen kannalta oleellista ovat vain kertoi-
mien ja vakioiden arvot, esimerkiksi tuntemattomien nimityksella ei ole merkitys-
ta. Kaikki tieto yhtaloryhmaésté voidaankin tiivistda lukutaulukkoon eli matriisiin,
jossa luetellaan kaikki kertoimet sekd vakiot. Kun késitellaén yhtaléryhmien sijas-
ta matriiseja, on kirjoitettavaa paljon vahemmaén, silld tuntemattomia ei tarvitse
kirjata ylos.

Esimerkiksi edellé esitellyn yhtéaloryhmén matriisi on

—4 3 2| 4
1 0 S0
5 v2 11| -3

0 -6 -32| 4

Selkeyden vuoksi kertoimet on tapana erottaa vakioista pystyviivalla. Viivalla ei
kuitenkaan ole matemaattista merkitystd. Huomaa, ettd matriisiin on kirjoitettava
nolla niiden termien kohdalle, jotka puuttuvat yhtdloryhmasta. Kyseisten termien
kertoimena on nimittédin nolla.

Kappaleessa 8 tutustutaan matriisien teoriaan yleisemmin. Téssé luvussa ké-
sittelemme vain yhtaloryhmistéd saatuja matriiseja.

5.2 Alkeisrivitoimitukset ja porrasmatriisit

Seuraavaksi kdydédan ladpi menetelmé, jolla voidaan ratkaista miké tahansa lineaa-
rinen yhtéléryhmaé. Ideana on muokata yhtaloryhmésté uusia yhtéloryhmié, joilla
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on samat ratkaisut kuin alkuperéiselld yhtaloryhmalla. Viimeisend saatu yhtéa-
l6ryhmé on sellaisessa muodossa, josta sen ratkaisuja koskeviin kysymyksiin on
helppo vastata. Koska viimeisen yhtaloryhmén ratkaisut ovat samat kuin alkupe-
raisen yhtaléryhmén, myos alkuperéisen yhtaléryhmén ratkaisut ja niiden luonne
tunnetaan.

Maaritelma 5.2. Yhtaloryhmia kutsutaan ekvivalenteiksi, jos niilla on tédsmaél-
leen samat ratkaisut.

Ryhdymme muokkaamaan yhtéaloryhmia niin kutsutuilla alkeisrivitoimituksil-
la. Niiden avulla tuotetaan uusia yhtéloryhmié, jotka ovat ekvivalentteja alkupe-
riaisen yhtaloryhmén kanssa. Koska matriisien kéasitteleminen on helpompaa kuin
yhtaloryhmien, tehddan alkeisrivitoimitukset suoraan matriiseille.

Maaritelma 5.3. Seuraavat kolme operaatiota ovat alkeisrivitoimituksia:

1) Vaihdetaan kahden rivin paikka matriisissa.
2) Kerrotaan jokin rivi nollasta poikkeavalla reaaliluvulla.
3) Lisétdan johonkin riviin jokin toinen rivi reaaliluvulla kerrottuna.
Alkeisrivitoimituksille kidytetddn tdssd materiaalissa seuraavia lyhennysmer-
kint6ja
e R; <+ R;: vaihdetaan rivien 7 ja j paikat (i # j).
e aR;: kerrotaan rivi ¢ luvulla a # 0.
e R; + bR;: lisdtéén riviin ¢ rivi j luvulla b kerrottuna (i # j).

Esimerkki 5.4. Seuraavassa on annettu esimerkit erilaisista alkeisrivitoimituk-
sista:

—4 3 4 1 2| -1 1 2| —1 1 2| -1
1 2|-1 Rio R -4 3| 4 Ry=5R -4 3| 4 —ﬁs -4 3| 4
5 3 2 5 3 2 0 -7 7 0 1]-1
0 6 4 0 6 4 0 6 4 0 6 4

Maaritelma 5.5. Matriisi A on riviekvivalentti matriisin B kanssa, jos B saadaan
matriisista A alkeisrivitoimituksilla.

Esimerkiksi edellisen esimerkin matriisit

—4 3| 4 1 2] -1
1 2|-1] . |-4 3| 4
5 31 2f 0 1]-1
0 6| 4 0 6| 4

ovat riviekvivalentit. Alkeisrivitoimituksia voidaan ajatella tehtdvin my6s nolla
kappaletta. Siten jokainen matriisi on itsenséd kanssa riviekvivalentti.
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Lause 5.6. Jos yhtdloryhmid vastaavat matriisit ovat riviekvivalentit, yhtaloryh-
mdt ovat ekvivalentit.

Lause voidaan muotoilla my6s toisin: jos yhtaloryhmia vastaavat matriisit ovat
riviekvivalentit, yhtaloryhmilld on tdsmaélleen samat ratkaisut. Alkeisrivitoimituk-
sen tekeminen ei siis muuta yhtaloryhmaén ratkaisuja. Lauseen todistus on esitetty
luvun lopussa.

a1 aiz ... aip | by €11 c12 ... Cip | di
a1 a2 . agn b2 alkeisrivi- C21 C22 . Con, dg
toimituksia

Am1 Qm2 -+ Gmn | by Cml Cm2 -+ Cmn | dm
a;1®y + -+ a1y, = by c11%1 + -+ C1pTp = dy
a1y + -+ agpTyn = b 2121+ + Conpn = da

«— samat

_ ratkaisut _

aAm1ZT1 + -+ G Tn = bm Cm1Z1 + -+ CmnTn = dm,

Kuva 5.16: Gaussin—Jordanin eliminointimenetelmén perusta.

Yhtaloryhmaé ratkaistaessa on tavoitteena muuttaa yhtaloryhméan matriisi al-
keisrivitoimituksilla niin kutsutuksi redusoiduksi porrasmatriisiksi, josta ratkaisut
on helppo lukea. Mééritellddn ensin porrasmatriisi.

Maaritelma 5.7. Matriisi on porrasmatriisi, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

1) mahdolliset nollarivit ovat alimpina
2) kullakin rivilld ensimmainen nollasta poikkeava alkio, ns. johtava alkio, on

ylemman rivin johtavan alkion oikealla puolella.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat porrasmatriiseja. Niiden johtavat alkiot
on lihavoitu.

13 (?; 2 3 004 00 =3 -3 —-41 1 0 -3 6
00 0 -3 000 -1 7 11 0 000 5 -—-11
000 0 000 01 =3 0 000 O 0

Porrasmuoto auttaa jo yhtaloryhmén ratkaisemisessa, mutta se ei ole tietyssé
mielessé yksikésitteinen. Tarkemmin sanoen kutakin matriisia vastaa useampi kuin
yksi sen kanssa riviekvivalentti porrasmatriisi. Kun alkeisrivitoimituksia kéytetdan
lisad, paadytdaan lopulta alkuperdistd matriisia vastaavaan redusoituun muotoon,
joka on kullekin matriisille yksikésitteinen.
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Maaritelma 5.8. Matriisi on redusoitu porrasmatriisi, jos seuraavat ehdot toteu-
tuvat:

1) matriisi on porrasmatriisi

2) jokaisen rivin johtava alkio on 1

3) jokainen johtava alkio on sarakkeensa ainoa nollasta poikkeava alkio.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat redusoituja porrasmatriiseja. Johtavat yk-
koset on jélleen lihavoitu.

(1)280 0O 01 -53 0 0 -3 1 3 0 0o -3 8
00 1 -3 0 00 01 0 -—-11 0 01 -3 5 —11
00 0 0 0 00 0O 01 -3 000 0 0 0
Esimerkki 5.9. Matriisi
1 00 4
01 0]-2
0 01 3

on redusoitu porrasmatriisi. Sitd vastaava yhtaléryhmé on

r, = 4
Tro9 = —2
r3 = 3

Huomataan, ettd matriisista nakyy suoraan yhtéléoryhmén ratkaisu.

5.3 Gaussin—Jordanin eliminointimenetelma

Tavoitteena on muuttaa yhtdloryhmén matriisi alkeisrivitoimitusten avulla re-
dusoiduksi porrasmatriisiksi, josta ratkaisut nidkyvit suoraan. Voidaan osoittaa,
ettd miké tahansa matriisi voidaan muuttaa télla tavoin redusoiduksi porrasmat-
riisiksi ja ettd alkeisrivitoimitusten kdyttdmisjarjestys ei vaikuta tulokseen. Seu-
raava esimerkki ndyttda, kuinka tdmé tehdaén.

Esimerkki 5.10. Muutetaan madtriisi

2 -1 3 2
1 0 21
-1 -2 0 3
redusoiduksi porrasmatriisiksi. Aloitetaan ensimmaéisesté sarakkeesta. Vaihtamal-

la ensimmaéisen ja toisen rivin paikat, saadaan ensimméisen rivin johtavaksi al-
kioksi 1:

1021
el 9 1 3 2
-1 -2 0 3
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Taman jalkeen johtavan alkion alla olevat alkiot on helppo muuttaa nolliksi. Va-
hennetédén ensin toisesta rivistd ensimmaéinen rivi luvulla 2 kerrottuna:

1 0 21
Fefl g -1 -1 0
-1 -2 0 3

Lisataan sitten kolmanteen riviin ensimmaéinen rivi luvulla 1 kerrottuna:

1 0 21
Rstl 1o 1 —1 0
0 -2 2 4

Nyt ensimméinen sarake on halutussa muodossa. Siirrytddn muokkaamaan tois-
ta saraketta. Muutetaan ensin sen johtava alkio ykkoseksi, jotta voidaan toimia
samoin kuin edelld. Kerrotaan siis toinen rivi luvulla —1. Saadaan matriisi

—_
)

—1-Ro
—

o
N~ DN
= O =

0 —

\)

Toisen rivin johtavan alkion avulla voidaan muuttaa sen alla oleva alkio nollaksi.
Lisdtddn kolmanteen riviin toinen rivi luvulla 2 kerrottuna. Saadaan matriisi

R3+2R>

S O =
O = O
=~ =N

1
0,
4
joka on porrasmatriisi.

Jatketaan muokkaamista niin, ettd saadaan aikaan redusoitu porrasmatriisi.
Muutetaan ensin viimeinenkin johtava alkio ykkoseksi:

Sl
oy
w

o = o
G )
—_ O

1
0
0

Muutetaan alimman rivin johtavan alkion avulla kaikki kolmannen sarakkeen
muut alkiot nolliksi:

102 1 100 —1
fedialo 10 -1 "2 o 1 0 —1
001 1 001 1

Néin saatu matriisi on redusoitu porrasmatriisi.

Saatu redusoitu porrasmatriisi on eri matriisi kuin se, josta ldhdettiin liikkeelle.
Matriisit myo6s vastaavat erilaisia yhtaloryhmié. Nailla yhtaloryhmilla on kuitenkin
samat ratkaisut lauseen 5.6 nojalla.
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Yhtéloryhmén ratkaiseminen Gaussin—Jordanin menetelméaé kéyttéen sisaltda
seuraavat vaiheet:
1. Kirjoita yhtaloryhméan matriisi.
2. Muuta matriisi alkeisrivitoimituksilla porrasmatriisiksi.
3. Muuta porrasmatriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi.
4

. Lue ratkaisut redusoidusta porrasmatriisista.

Esimerkki 5.11. Ratkaistaan yhtaloryhma

201 — x9 4+ 33 = 2
xr1 + 223 = 1
—r1T — 2.%'2 = 3
Yhtaloryhméan matriisi on
2 -1 3|2
1 0 2|1
-1 -2 0|3

Tama matriisi muutettiin redusoiduksi porrasmatriisiksi esimerkissa 5.10:

1 0 0]-1
01 0]-1
0 01 1

Redusoitua porrasmatriisia vastaava yhtaléoryhma on

r, = —1
Tro = -1
T3 = 1

Koska alkuperéaisen yhtdloryhmén ratkaisut ovat lauseen 5.6 nojalla samat kuin
lopuksi saadun yhtéléryhmén, on yhtaloryhmé ratkaistu. Sen ratkaisu on siis

r] = -1
To = -1
r3 = 1

Esimerkki 5.12. Ratkaistaan lineaarinen yhtéloryhma

r+2y+z = 8
—3r—6y—3z = 21

Muutetaan yhtaléoryhmén matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi:
1 2 1 8| Ro+3r; |1 2 1|8
l—3 —6 —3—21] 7 [0 0 03]'
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Vastaava yhtéloryhmé on

r+2y+z2z=38
0=3.

Alin yhtal6 on aina epétosi, joten yhtaloryhmallé ei ole ratkaisuja.

Esimerkki 5.13. Ratkaistaan lineaarinen yhtaloryhma

3rx1+ 32— 1523 = 9
X1 — 2.733 =1
2(L'1 — T2 — 3 =

Muutetaan yhtaloryhmén matriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi:

3 3 -15]9] , 1 1 -5]3
3t
1 0 —2/1] 25 1 0 —2/1
2 -1 -1]0 2 -1 10
1 1 -5 3] 1 1 —-5] 3
fefidg —1 0 3| —2| ™M 0 -1 3|2
2 -1 1| 0 0 -3 9|6
1 1 -5 3] (1 1 -5]3
LR g 1 3| of FeBf g 1 _3]2
0 -3 9|—6 00 0]0
(1 0 —2]1
e g 1 39
00 00

Saatua matriisia vastaa yhtaloryhméa

1 — 223 =1
$2—x3:2
0=0

Alin yhtél6 0 = 0 on aina tosi. Se ei siis anna ratkaisujen kannalta mitaén infor-
maatiota. Tuntemattomalle x3 ei puolestaan aseteta mitaén rajoitteita, joten se
voi olla miké tahansa reaaliluku. Sanotaan, ettd xs on vapaa muuttuja. Merkitdéan
x3 =t, missi t € R.

Ratkaistaan vield muut tuntemattomat. Ensimmaéinen yhtélé on z; — 2t = 1,
joten x1 = 1 + 2t. Toinen yhtdlo puolestaan on zo — 3t = 2 eli zo = 2 + 3t. Siten
yhtaloryhmén ratkaisu on

$1:1+2t
To =2+ 3t missé t € R.

1‘3:t
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Ratkaisuja on siis ddrettoméan monta. Esimerkiksi 21 = 3, xo = 3 ja x3 = 1 seki
x1 = —1, z9 = 1 ja x3 = —1 ovat yhtadloryhman ratkaisuja. Jokaisella reaaliluvulla
t yhtaloryhmélle saadaan eri ratkaisu.

Yhtaloryhmaéssé saattaa olla useitakin vapaita muuttujia. Nama 16ytyvat re-
dusoidussa porrasmatriisissa niisté sarakkeista, joissa ei ole lainkaan johtavaa al-
kiota.

Esimerkki 5.14. Lineaarisen yhtaloryhméan matriisi muutettiin alkeisrivitoimi-
tuksilla redusoiduksi porrasmatriisiksi

13040 0|7
001 20010
000 O0O0T1|3

Miké on yhtéaloryhmén ratkaisu?

Havaitaan, ettd johtavat alkiot ovat sarakkeissa 1, 3 ja 6. Muita sarakkeita
vastaavat tuntemattomat xo, x4 ja x5 ovat vapaita muuttujia. Merkitdan xzo = r,
T4 =Ssjaxs =t missar, s, teR.

Nyt voidaan kirjoittaa
T +3r+4s=7

r3+25s=0

T — 3
ja edelleen
r1 =7—3r—4s

T3 = —28

x6:3

Yhtaloryhmén ratkaisu on siis

r1=7—3r —4s
o =T
xr3 = —2s _—
missé r, s,t € R.
Ty =S
rs =1
T =3

Luvut r, s ja t voidaan valita tdysin vapaasti, ja jokainen valinta tuottaa yhtalo-
ryhmén ratkaisun.
Redusoidun porrasmatriisin tulkinta

Edelliset esimerkit kuvaavat tilanteita, joihin Gaussin—Jordanin menetelméaé kéyt-
tden voidaan paatyé. Kootaan vield yhteen redusoidun porrasmatriisin M merkitys
sitd vastaavan yhtdloryhmén kannalta eri tapauksissa.
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e Jos jokin matriisin M viimeisisté riveistd on muotoa [0 - 0 ‘ 1} (eli ri-
vin johtava ykkénen on pystyviivan oikealla puolella), kyseista rivid vastaa
epétosi yhtéalo 0 = 1. Yhtéloryhmélla ei ole ratkaisua.

e Oletetaan, etta edellinen tapaus ei toteudu. Jos joltakin matriisin M sa-
rakkeelta puuttuu johtava alkio (pystyviivan vasemmalta puolelta), tuota
saraketta vastaava muuttuja on vapaa. Yhtaloryhmén ratkaisut voidaan
esittdd vapaiden muuttujien avulla. Kunkin vapaan muuttujan arvo voi-
daan valita vapaasti, joten yhtaloryhmalla on ratkaisuja dareton maara.

e Oletetaan, ettéd edelliset tapaukset eivit toteudu. Télloin matriisin M jo-
kaisessa sarakkeessa oikeanpuoleisinta lukuunottamatta on johtava alkio,
ja yhtaloryhmén ratkaisu on yksikésitteinen.

Esimerkki 5.15. Tarkastellaan yhtaloryhmaé

x4+ y+kz=1
r+ky+ z=1
kx+ y+ z=-2.

Tutkitaan, miten luvun k arvot vaikuttavat ratkaisujen lukuméardan. Ryhdy-
tddn muuttamaan yhtaloryhmén matriisia redusoiduksi porrasmatriisiksi:

1 1 k 1 1 El 1

1k 1] 120 k-1 1-k| 0

E 1 1|-2 k 1 1] -2

1 1 k 1 1 1 k 1
RBszkfi g b1 1-% o] 2 1o k-1 1—k 0

0 1—k 1—k>|—-2—k 0 0 2—k—Kk*|—-2—k

Kaikki alkeisrivitoimitukset voidaan tdhén asti tehda riippumatta siité, mikéa
luku k on. Jatkaminen ei kuitenkaan onnistu, silld toisen rivin alkio k — 1 saattaa
olla nolla, samoin kolmannen rivin alkio 2 — k — k2. Tarkastellaan néitd tapauksia
erikseen.

Oletetaan ensin, ettd kolmannen rivin alkio 2—k—k?> =0eli k = —2 tai k = 1.
e Jos k = —2, viimeinen matriisi on

1 1 -211

0 -3 3|0

0O 0 0|0

Havaitaan, ettéd alinta rivid vastaava yhtélé 0 = 0 on aina tosi. Lisédksi tun-
tematonta x3 vastaavassa sarakkeessa ei ole johtavaa alkiota, joten x3 on
vapaa muuttuja. Ratkaisuja on siten ddrettoman monta.
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e Jos k =1, viimeinen matriisi on

111 1
0 0 0| O
0 0 0-3
Havaitaan, ettd alinta rivid vastaava yhtdlé 0 = —3 on aina epétosi. Siten

yhtéaloryhmélla ei ole ratkaisuja.

Oletetaan sitten, ettéd toisen rivin alkio £k —1 = 0 eli £ = 1. Taméa tapaus
kasiteltiin sattumalta jo edella.

Tarkastellaan vielda lopuksi tilannetta, jossa seké toisen rivin alkio k — 1 etté
kolmannen rivin alkio 2 — k — k% ovat nollasta poikkeavia. T#lloin voidaan jatkaa
alkeisrivitoimitusten tekemisti. Koska k — 1 # 0 ja 2 — k — k2 # 0 saadaan

11 k 1 . 11 &k 1
1 R R:
o1 -1 o |7 o1 —1| o
00 2—k—k*|-2—k 00 1 |72k

Talloin yhtaloryhmaélla on tédsmaélleen yksi ratkaisu.

Paiadyttiin siis seuraavaan tulokseen: Yhtéloryhmélld on dédrettémén monta
ratkaisua, jos ja vain jos k = —2. Yhtéloryhmalla ei ole ratkaisua, jos ja vain jos
k = 1. Yhtaléryhmalld on tasan yksi ratkaisu, jos ja vain jos k # 1 ja k # —2.

Geometrinen tulkinta

Yhtaloryhmalla voi siis olla tasmalleen yksi ratkaisu, darettoman monta ratkaisua
tai ei yhtdén ratkaisua. Kun muuttujia on kaksi tai kolme, tilannetta voi havain-
nollistaa analyyttisen geometrian avulla. Tutkitaan yhtaloparia

ax +by=-c
dx +ey=f.

Oletetaan, ettd yhtélolld on ratkaisu @ = r, y = s. Sitd voidaan ajatella tason
pisteend (r, s). Koska ratkaisu toteuttaa ensimméisen yhté&lon, piste (7, s) on suo-
ralla, jonka yht&l6 on ax + by = ¢. Samoin piste (r, s) on suoralla, jonka yhtilo on
dx+ey = f. Piste (7, s) on siis molemmilla suorilla, eli se on suorien leikkauspiste.

Jos yhtalot méarittavét kaksi erisuuntaista suoraa, on niilld on tadsmélleen yksi
leikkauspiste. Téalloin yhtéloparilla on tdsmalleen yksi ratkaisu. Jos yhtélot méaa-
rittavat saman suoran, on leikkauspisteitd darettoman monta. Silloin ratkaisujakin
on ddrettoman monta. Jos yhtaldiden médrittdméat suorat eiviat ole samat mutta
ovat kuitenkin yhdensuuntaiset, ei leikkauspisteitd ole. Silloin ei mytskadn yhta-
l6parilla ole ratkaisuja.

Kun muuttujia on kolme, yhtélét kuvaavat tasoja. Esimerkiksi kolmen tason
leikkausjoukko voi olla piste, suora tai taso. Namé vastaavat tilanteista, joissa
ratkaisuun tulee nolla, yksi tai kaksi vapaata muuttujaa. Leikkausjoukko voi olla
my0s tyhja, jolloin yhtéaloryhmalla ei ole ratkaisuja.
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Kuva 5.17: Yhtaloryhmalld on tasan yksi ratkaisu, dérettoméan monta ratkaisua
tai ei yhtédn ratkaisua.

Huomioita porrasmatriiseista

Redusoidut porrasmatriisit ovat teoreettisesti mielenkiintoisia, koska jokaista mat-
riisia vastaa tdsmélleen yksi redusoitu porrasmatriisi. Yhtéloryhmaéé ratkaistaes-
sa voitaisiin kuitenkin pysahtya jo porrasmatriisivaiheeseen, silla kaikki tulkinnat
voidaan tehdd myo0s siita.

Esimerkin 5.13 yhtéloryhméa vastaava porrasmatriisi oli

11 —5|3
01 -3|2
00 010

Koska kolmannessa sarakkeessa ei ole johtavaa alkiota, sitd vastaava muuttuja
on vapaa. Tahén havaintoon ei tarvita redusoitua porrasmuotoa. Jos merkitdan
r3 = t, muut muuttujat voidaan ratkaista ¢:n avulla. Toisen rivin perusteella

To— 3t =2 < 19 =2+ 3t,
ja tdmén jalkeen ensimmaéisen rivin perusteella
Tl +2T9 — 5t =3 <— x1+(3t+2)—5t:3 <— x1 =1+ 2t.

Porrasmatriisi siis riittda yhtaloryhmaén ratkaisemiseen.

Historiallinen huomautus. Gauss ei itse kehittdnyt nimeédén kantavaa mene-
telméd, vaan sen tunsi jo ainakin Newton sata vuotta aikaisemmin 1600-luvun
loppupuolella. Kiinalaiset puolestaan tunsivat menetelmén jo toisella vuosisadal-
la eKr. Nimitys "Gaussin eliminointimenetelm&” tuli kdytt6on kuitenkin vasta
1950-luvulla. T&lla nimitykselld tarkoitetaan yleensé nimenomaan porrasmatrii-
siin tdhtdavad menetelmad, ja mikéli halutaan jatkaa redusoituun porrasmatrii-
siin asti, menetelméd kutsutaan ”Gaussin—Jordanin eliminoinniksi”. Jordan esitti
tdmén version eliminointimenetelméstd vuonna 1887.
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5.4 Yhtaloryhmien ekvivalenssin todistus

Kaydaan viela lopuksi todistus sille, ettd yhtdloryhmilld on samat ratkaisut, jos
niiden matriisit ovat riviekvivalentit (lause 5.6).

Lauseen 5.6 todistus. Osoitetaan, ettd jos yhtdloryhmia vastaavat matriisit ovat
riviekvivalentit, yhtaloryhmét ovat ekvivalentit. Tatd varten riittaa nayttaa, etta
alkeisrivitoimituksen tekeminen ei vaikuta yhtaloryhmén ratkaisuihin. Tutkitaan
yhtaloryhméa

a11r1 + @122 + ... +  G1pTp = by
anr; +  apry + ...+ apmry, = b (2)
Am1T1 + amaxes + ... + AmpZTn = by,
missé a1, ..., Amn, b1, ...,0m € R.

1. Ensinndkin huomataan, ettd yhtaloryhmén rivien jarjestyksella ei ole valia.
Siten kahden rivin paikkojen vaihtaminen ei muuta yhtaloryhmén ratkaisuja.

2. Tutkitaan sitten alkeisrivitoimitusta, joka kertoo rivin ¢ luvulla ¢ € R\ {0}.
Tuloksena on yhtéléryhmé

a11x1 + apre + -+ 4+ apr, = b
ca;1T1 4+ capre + -+ capmxn, = cb; (3)
Am1T1 + Gm2T2 + -+ AmpTn = bm'

On osoitettava, yhtéléryhmilla (2) ja (3) on samat ratkaisut. Tadméa tehddan
kahdessa osassa. Ensin naytetdén, ettd jokainen yhtdloryhmén (2) ratkaisu on
myos yhtaloryhméan (3) ratkaisu. Sitten naytetdén, ettd jokainen yhtéloryhmén
(3) ratkaisu on my6s yhtaloryhméan (2) ratkaisu.

Oletetaan ensin, ettd x; = ri,...,z, = 7, on yhtdloryhmén (2) ratkaisu ja
osoitetaan, ettd se on myos ryhmén (3) ratkaisu. Oletuksen perusteella pétee

aiiry + appre + - 4+ amrn = b
apnry +  apre + o 4+ aprn = b
amiT™1 + amarey + -+ Gmptn = bm~

Kun ¢:nnen yhtalén molemmat puolet kerrotaan luvulla ¢, saadaan yhtalo
ca;1ry + - - + caipry, = cb;.
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Nyt siis 1 = r1,...2, = 7, toteuttaa yhtdloryhmén (3), ja siten se on myos
yhtaloryhmén (3) ratkaisu.

Oletetaan sitten, ettd z1 = s1,...,%, = S, on yhtaloryhmén (3) ratkaisu ja
osoitetaan, ettd se on myos ryhmén (2) ratkaisu. Nyt siis

a;1s1 + ais2 + - 4+ apsy, = by
cai1s1 + capsa + -+ 4+ capsn, = cb;
am1S1 + am2S2 + -+ + AmaSn = bm

Koska ¢ # 0, voidaan i:nnen yhtdléon molemmat puolet jakaa luvulla ¢. Télloin
saadaan yhtélo a;181 + - -+ + ainsy, = b;. Nyt ndhdéan, ettd x1 = s1,..., 2, = sp,
toteuttaa my6s yhtaloryhmén (2), joten se on myos yhtdaloryhmén (2) ratkaisu.
Siten yhtaloryhmilla on samat ratkaisut.

3. Kolmannen alkeisrivitoimituksen tarkastelu jatetdan lukijalle.
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