4 Avaruuden R" aliavaruudet

Edellisessé luvussa kisittelimme avaruuksien R? ja R? suoria ja tasoja. Osoittau-
tuu, ettéd erityisesti origon kautta kulkevat suorat ja tasot ovat lineaarialgebran
kannalta mielenkiintoisia. Téassa luvussa yleistdmme téllaiset suorat ja tasot ava-
ruuteen R” ja tutkimme niin kutsuttuja aliavaruuksia.

Maaritelma 4.1. Vektoreiden vy, ..., v, € R virittdméa aliavaruus on joukko
span(vy, . ..,0) = {a1v1 + agve + - - - + axvk | a1, a9, ..., a; € R}.

Vektoreiden virittdma aliavaruus koostuu siis kaikista vektoreiden lineaarikom-
binaatioista. Englannin kielen verbi "span” tarkoittaa virittamista tai ulottamista.

Esimerkki 4.2. Esimerkiksi avaruuden R? suora
S={0+t(-3,1) |t € R} ={t(-3,1) |t € R}
on vektorin (—3,1) virittimé aliavaruus, eli S = span((—3,1)). Avaruuden R3 taso
T={0+1t-3,1,2) +5(2,2,0) | t,s € R} = {t(-3,1,2) + 5(2,2,0) | t,s € R}

taas on vektorien (—3,1,2) ja (2,2,0) virittdmé& aliavaruus, joten voidaan merkita
T =span((-3,1,2),(2,2,0)).

Tutkitaan hieman, millaisia aliavaruuksia voidaan virittii avaruuksissa R? ja
R3. Nollavektorin virittimi aliavaruus on span(0) = {a-0 | a € R} = {0}.
Aliavaruudessa on siis ainoastaan nollavektori.

Oletetaan sitten, ettd v € R?\ {0} tai v € R?\ {0}. Talloin vektorin v virittiméa
aliavaruus span(v) = {av | @ € R} on vektorin v suuntainen suora. Tamén suoran
paikkavektori on nollavektori, joten suora kulkee origon kautta.

Jos taas v, w € R?\ {0} ja v ja w eivit ole yhdensuuntaisia, vektorien v ja w
virittdma aliavaruus span(v, w) = {sv +tw | s,t € R} on taso, joka kulkee origon
kautta.

span(0) span(o)

Kuva 4.14: Nollavektorin virittdmé aliavaruus on {0}. Vektorin v # 0 virittima
aliavaruus on origon kautta kulkeva suora. Kahden vektorin virittdmaé aliavaruus
voi olla origon kautta kulkeva taso.

Aliavaruus yleistdé siis origon kautta kulkevan suoran ja tason késitteitd. Seu-

raava esimerkki osoittaa, miksi juuri origon kautta kulkevat suorat ja tasot ovat
erityisen kiinnostavia.
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Esimerkki 4.3. Tarkastellaan origon kautta kulkevaa suoraa
S =span(v) = {tv | t € R},

missd v € R? \ {0}. Jos w, u € S, niin w = av ja u = bv joillakin a, b € R.
Nyt w + u = (a + b)v, joten summa w + u on suoran S alkio. Liséksi jos ¢ € R,
niin cw = ¢(av) = (ca)v. Siten kaikkien suoran S alkioiden skalaarimonikerrat ovat
edelleen suoran S alkioita. Tavallaan suora S on oma pieni avaruutensa avaruuden
R? siséissd, ja sielld voidaan laskea vektoreita yhteen ja kertoa niité reaaliluvuilla.
Sama pétee origon kautta kulkeviin tasoihin.

Tilanne on aivan toinen, jos suora tai taso ei kulje origon kautta. Tutkitaan
vaikkapa esimerkin 3.2 suoraa

S ={(~1,2) +t(-2,—1) | t € R}.
Nyt esimerkiksi (—1,2) ja (—3,1) ovat suoralla S. Summa (—1,2) + (=3,1) =

(—4, 3) ei kuitenkaan ole suoralla S (ks. kuva 4.15). Myoskaéan skalaarimonikerta
2-(—1,2) = (—2,4) ei ole suoralla S.

(_Qa 4)
(_4’3)
(_17 2)
(_37 1)

Kuva 4.15: Esimerkin 3.2 suora S, joka ei ole aliavaruus.

Edelld tehdyt havainnot voidaan yleistda minké tahansa vektoreiden viritta-
malle aliavaruudelle. Jos aliavaruuden kaksi vektoria lasketaan yhteen, on summa
edelleen aliavaruudessa. Samoin aliavaruuden vektoreiden skalaarimonikerrat ovat
aliavaruudessa. Lisdksi nollavektori kuuluu aina aliavaruuteen.

Lause 4.4. Oletetaan, etti v1,v2,...,0, € R™. Olkoon W = span(vy,...,0).
Tdlloin seuraavat vditteet pdatevdt:

a) Josu, we W, niinu+w e W.
b) Josw e W jaceR, niin cwo e W.
c) 0eW.
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Todistus. Osoitetaan kohta a) ja jatetddn loput kohdat harjoitustehtéviksi. Ole-
tetaan, ettd uw,w € W. Nyt u = a1v1 + - -+ + agvy joillakin aq,...,ar € R ja
w = b1vy + - - - + bivy, joillakin by, ..., b € R. Huomataan, etté

ﬁ—f—U_}:(G11_)1+"'+ak?7k)+(b1’l_)1+"'+bk'l_}k)
= (a1 —i—bl)?_}l + -+ (ak -l-bk)?_}k.

Siten u +w € W. O
Esimerkki 4.5. Tutkitaan, kuuluuko vektori w = (-2, 3,2, —1) vektoreiden
v =(0,-1,2,1), v2=(2,0,1,—-1) ja wv3=(4,2,2,0)

virittdméaén aliavaruuteen span (v, vg,v3). On siis selvitettavi, onko olemassa re-
aalilukuja z1, x9, x3, joille patee

T1U1 + Tov2 + T3V3 = W.

Toisin sanoen on péateltava, onko w vektoreiden v, v3 ja v3 lineaarikombinaatio.
Sijoittamalla annetut vektorit ylla olevaan yhtéloon saadaan

x1(0,—1,2,1) + 22(2,0,1, —1) + 23(4,2,2,0) = (-2, 3,2, —1)
ja laskemalla kerto- ja yhteenlaskut auki yhtélo voidaan vield muuttaa muotoon
(2xo + 4x3, —x1 + 223, 221 + 22 + 223, 1 — x2) = (—2,3,2,—1).

Kun tarkastellaan jokaista komponenttia erikseen, saatua vektoriyhtéaloa vastaa
yhtaloryhma

2z + 41’3 = =2

—x1 +2x3 = 3
2r1 + 10 + 223 = 2
r1 — T2 = -1

Miten téllainen yhtaléryhmaé ratkaistaan? Ennen kuin syvennymme enemmaén vek-
toreiden virittamiin aliavaruuksiin, on syytd perehtyad yhtaloryhmien ratkaisemi-
seen.
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