2 Avaruus R"

Edellisessé luvussa késiteltiin avaruuksien R? ja R?® vektoreita eli reaalilukupa-
reja ja reaalilukukolmikoita. N&itd avaruuksia voidaan yleistdd méarittelemallé
n-ulotteinen avaruus R™.

Maaritelma 2.1. Oletetaan, ettd n € {1,2,3,...}. Avaruuden R™ alkiot ovat
reaaliluvuista koostuvia n-jonoja. Toisin sanoen

R"™ = {(v1,v2,...,0p) | v1,02,...,0, € R}.
Avaruuden R" alkioita kutsutaan vektoreiksi.
Jos v = (v1,v2,...,v,) € R” niin lukuja v, ve,...,v, kutsutaan vektorin
v komponenteiksi. Sovimme, ettd ellei toisin mainita, vektorin v komponentteja
merkitddn symboleilla v, va, ..., vy.

Yleisille n-ulotteisen avaruuden vektoreille méaaritellaan laskutoimitukset sa-
moin kuin kaksi- ja kolmiulotteisessa tapauksessa.

Maaritelma 2.2. Oletetaan, ettd v € R", w € R" ja ¢ € R. Télléin

]

+w = (v1 + w1, v+ W, ..., Uy +wy,) ja

cv = (cv, cvg, ..., CUp).

Ensimmaisté laskutoimitusta nimitetaén vektorien yhteenlaskuksi ja toista skalaa-
rikertolaskuksi.

Vektorien yhteydessé reaalilukuja kutsutaan skalaaretksi. Jos v € R™ ja c € R,
vektoria cv nimitetdadn vektorin v skalaarimonikerraksi.

Huom. Ainoastaan samanulotteisen avaruuden vektoreita voi laskea yhteen.

Maaritelma 2.3. Vektorin v vastavektori on skalaarimonikerta (—1)v. Sitd mer-
kitaan —v. Vektoreiden v ja w erotus on summa v + (—w). Sitd merkitddn v — w.
Vektoria (0,0, ...,0) kutsutaan nollavektoriksi. Sille kiytetiin merkintéa 0.

Esimerkki 2.4. Merkitddn v = (—5,3,0,1,—1) ja w = (-2, —4,2,3,5). Talléin v
ja w ovat avaruuden R® vektoreita. Lasketaan vektorit 20 — 3w ja —bv — -

20 — 3w = (—10,6,0,2, —2) — (=6, —12,6,9,15) = (—4, 18, —6, —7, —17)
—50 — w = (25,—15,0,—5,5) — (=2, —4,2,3,5) = (27, —11, -2, —8,0).

Voidaan osoittaa, ettd avaruuden R"™ vektoreille péatevéit koulusta tutut las-
kusd&dnnot.



Lause 2.5. Oletetaan, ettd v,w,u € R™ ja a,b € R. Talloin pdtee:

1. v+w=w+0v (vaihdannaisuus)
2. (u+v)+w=u+(v+w) (liitdnndisyys)

3. v+0=10

4. v+ (-0)=0

5. a(v+w) =av+ aw (osittelulaki)

6. (a+b)v=av+bv (osittelulaki)

7. a(bv) = (ab)v

8. lo=w.

Huom. Lause tarkoittaa viitetté, joka voidaan perustella todeksi nojautumalla
maédritelmiin ja aikaisemmin todeksi osoitettuihin véaitteisiin.

Todistus. Todistetaan esimerkin vuoksi kohta 1 ja jatetdén loput kohdat har-
joitustehtéviksi. Oletetaan kuten lauseessa, ettd v € R™ ja w € R™. Talloin
v = (vi,...,0n) ja w = (wy,...,wy), ja luvut vy,...,v, ja wi,..., w, ovat re-
aalilukuja. Jokaisella i € {1,...,n} patee v; + w; = w; + v;, koska reaalilukujen
yhteenlasku on vaihdannainen. Nyt ndhdéan, etta

v+ w = (v +wi, va +way ..., Vy + Wy)
= (w1 + vy, Wy + V2, ..., Wy + V) =W+ 0.

Viite on todistettu. O

Tasovektorien yhteydessé todettiin, etti skalaarikertolasku sailyttad (tai kadn-
téd) vektorin suunnan. Otetaan tdmé havainto yleisten vektorien yhdensuuntai-
suuden méaaritelméksi.

Maaritelma 2.6. Avaruuden R™ vektorit v ja w ovat yhdensuuntaiset, jos v = rw
jollakin r € R\ {0}. Talloin merkitdan v || w.

Esimerkki 2.7. Vektorit v = (—2,1) ja w = (6, —3) ovat yhdensuuntaiset, silld
_1

v = —3w. Vektorit v ja u = (3,—1) eivit puolestaan ole yhdensuuntaiset, mika
voidaan péadtelld seuraavasti. Jos olisi olemassa r € R, jolle pétisi v = ru, niin
taytyisi olla

(—=2,1)=7r(3,—-1) = (3r,—r).

—— ——

v u
Siispd —2 = 3r ja 1 = —r. Ensimmaéisen yhtdlon mukaan » = —2/3, mutta toisen
yhtalon mukaan r» = —1. Tamé on mahdotonta, joten ei ole olemassa sellaista

lukua r, jolle pitee v = ru. Siten vektorit v ja u eivét ole yhdensuuntaiset.
Vektorit v, w ja u on esitetty kuvassa 2.6.

Yhdensuuntaisuuden méaritelmia voidaan myos yleistdd ottamalla mukaan
useampia vektoreita. Télloin paadytaan késitteeseen, jota tarvitaan jatkossa hyvin
monesti vektoriavaruuksien ominaisuuksia tutkittaessa.
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Kuva 2.6: Esimerkin 2.7 vektorit v, w ja u.

Maaritelma 2.8. Vektori w € R™ on vektoreiden vy, ve, ... v € R" lineaarikom-
binaatio eli lineaariyhdistelmd, jos on olemassa sellaiset reaaliluvut ay,as,...,a,
etta
w = a1v1 + agv2 + - -+ + A V.
Esimerkki 2.9. Merkitdan v; = (1,1), v2 = (—1,2) ja w = (5, —1). Vektori w on
vektoreiden v; ja vy lineaarikombinaatio, silla
3v; — 209 = 3(1,1) — 2(—1,2) = (3,3) — (—2,4)
=(5,—-1) =w.
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Kuva 2.7: Vektori w on vektoreiden v1 ja v9 lineaarikombinaatio.

Edellisesséd esimerkissé arvattiin, mitkd kertoimien a; ja ag pitdd olla, jotta
patisi w = a1v1 + agve. Mybhemmin esitellddn keino kertoimien selvittdmiseksi
kaikissa mahdollisissa tilanteissa.
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