14 Ristitulo

Avaruuden R? vektoreille voidaan maéaritelld pistetulon lisdksi niin kutsuttu ris-
titulo. Pistetulosta poiketen ristitulon tulos ei ole reaaliluku vaan avaruuden R3
vektori. Ristitulosta on hy6tyé esimerkiksi silloin, kun tarvitaan vektori, joka on
kohtisuorassa tasoa vastaan.

Ristitulo poikkeaa kaikista kurssilla tdh&n mennessd maéritellyista késitteista
siinéd, ettd sen madritelméd ei voida yleistdd kaikkiin avaruuksiin R™. Ristitulo on
nimenomaan kolmiulotteisen avaruuden laskutoimitus.

Masritelmd 14.1. Vektorien v = (v1,v2,v3) € R? ja w = (wy,wq, w3) € R?
ristitulo on vektori

U X W= (v2w3 — V3WwW2, V3w — V1W3, V1Wy — Ugwl).

Ristitulon v x w laskemiseen voi kéyttaa kuvassa 14.38 esitettya laskusdantoa.
Yhtenéiselld viivalla yhdistettyjen komponenttien tulosta vahennetddn katkovii-
valla yhdistettyjen komponenttien tulo.

U1 V2 U3 U1 V2
w1 w2 w3 w1 wWo

Kuva 14.38: Ristitulon v x w laskeminen.

Esimerkki 14.2. Merkitdén a = (2,1,4) ja b = (3, —1, —3). Kuvan 14.39 perus-
teella voidaan laskea

axb=(1-(=3)—4-(-1), 4-3-2-(=3), 2-(~1)—1-3)

= (1,18, -5).
2 1 /4 /2 /1
3 -1 -3 3 -1

Kuva 14.39: Ristitulon @ x b laskeminen.

Ristitulolle saadaan toinen muistisdidnto determinantin avulla. Vektoreiden v
ja w ristitulo saadaan laskemalla determinantti
€1 ez €3
U1 V2 V3| .
w; w2 w3

Téasséd e; = (1,0,0), ea = (0,1,0) ja es = (0,0,1). Tarkalleen ottaen determinan-
tin alkiot eivét voi olla vektoreita. Kyseessd on kuitenkin vain muistisdanto, ja
vektoreiden e, s ja e3 ajatellaan kdyttdytyvan determinanttia laskettaessa reaa-
lilukujen tavoin.
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Esimerkki 14.3. Esimerkiksi vektoreiden a = (2,1,4) ja b = (3, —1, —3) ristitulo
on

e1(l-(=3)—4-(-1)) —ex(2-(-3)—4-3)+e3(2-(-1)—1-3)
=&, — 186, — ez = (1,18, —5).

Erés ristitulon sovelluksista on se, ettd sen avulla voidaan 16ytéa vektori, joka
on kohtisuorassa yhta aikaa kahta vektoria vastaan.

Lause 14.4. Oletetaan, etti v,w € R>. Tdlldin

(vxw)Lv ja (vxw)lw.
Todistus. Huomataan, etté

(v X W) - v = (vawz — V3W2, V3WI — VIW3, VW — Vawn ) - (V1, V2, V3)
= (1)2'11)3 — U3w2)U1 + (1)311)1 — 1)111}3)?)2 + (Ule — 1)211}1)'1}3
= Vw3V — V3WaV] + V3W1V9 — VW3V + Viwaovz — vowivz = 0.

Siten vektorit (v x w) ja v ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Viitteen toinen
osa osoitetaan samalla tavalla. O

S
X
g

Kuva 14.40: Ristitulo v X w on kohtisuorassa vektoria v ja vektoria w vastaan.

Edellisesta lauseesta seuraa, ettd ristitulon avulla voidaan 16ytéda tason nor-
maali (eli vektori, joka on kohtisuorassa tason suuntavektoreita vastaan). Tasta
on hyotyé tason normaalimuotoisen yhtalon méarittdmisessa.

Esimerkki 14.5. Maaritetddn normaalimuotoinen yhtalo tasolle T', joka kulkee
pisteiden A = (0,1,0), B = (—1,3,2) ja C = (—2,0,1) kautta. T&td varten
tarvitaan tason 71" normaali. Normaali on vektori, joka on kohtisuorassa suun-
tavektoreita vastaan. Valitaan suuntavektoreiksi suuntajanat AB = (—1,2,2) ja
AC = (=2,—-1,1), jolloin normaaliksi kiy edellisen lauseen nojalla vektorien risti-

tulo
AB x AC = (4,-3,5).
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Kuva 14.41: Tason T normaalimuotoisen yhtdlon méarittadminen.

Lisiiksi tarvitaan jokin tason paikkavektori, kuten esimerkiksi OA = (0, 1,0).
Kun merkitidin vield § = OQ = (z,y, z), tason normaalimuotoiseksi yht#loksi
saadaan

(Aijéll.C)-( Q- OA) =0.

Kun yhtéloon sijoitetaan luvut, se tulee muotoon
(4,-3,5) - (z,y —1,0) = 0.
Laskemalla pistetulo saadaan yhtédlo lopulliseen muotoon
dr —3y+ 52+ 3 =0.
Néin ollen T = {(z,y,2) € R3 | 4z — 3y + 52 + 3 = 0}.

Esimerkki 14.6. Pisteen etdisyys tasosta voidaan méarittaa ristitulon ja projek-
tion avulla. Merkitddn A = (0,1,0), B = (—1,3,2) ja C = (—2,0,1). Oletetaan,
ettd taso T kulkee pisteiden A, B ja C kautta. Maaritetdan pisteen D = (1,2, 3)
etédisyys tasosta T' (ks. kuva 14.42).

Tason suuntaisten vektoreiden AB = (—1,2,2) ja AC = (—2,—1,1) ristitulo

AB x AC = (4,-3,5)

on tason normaali. Lisdksi tarvitaan vektori jostakin tason pisteesté pisteeseen
D = (1,2,3). Valitaan vektori

AD = 0D — 04 = (1,1,3).

Vektorin AD projektio normaalin 7 = AB x AC virittimille aliavaruudelle on

AD-n 16 8
n — — 4— = —_— 4— .
neon 50(’ 3,5) 25(’ 3,5)

Tamén projektion normi (eli pituus) on pisteen P etéisyys tasosta T

8 8 8
(4,-3,5)]| = 5z VI6 T 9 +2 :275\/5’:5\@,

Projﬁ(@) =

—_— 8
in(AD)|| = —
Iproja(AD) = o |l
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Kuva 14.42: Pisteen D etdisyys tasosta T'.

Kaydaan vield lapi muutamia ristituloon liittyvia laskusdantoja.

Lause 14.7. Oletetaan, etti u, v, w € R? ja ¢ € R. Télldin

a) v X w=—(w X 0v) (antikommutointi)

b) uX (V+w)=uxXv+uxw (osittelulaki)
¢) V+w)xXxu=vXu+wxu (osittelulaki)
d) c(v x w) = (cv) x W =70 X (cw)

Todistus. Lauseen todistus on suoraviivainen ja kdyttaé ainoastaan ristitulon maa-

ritelméa. Todistus jatetddn harjoitustehtavéksi.

Ristitulolla on myo6s pistetuloon liittyvia laskusdantoja.

Lause 14.8. Oletetaan, ettd u, v, w € R3. Talloin

N

a) (Gx0)xw= (i w)o—(v-0)
)

c) ||v x w|? = ||v)|?|w]]® — (v-w)? (Lagrangen identiteetti)

S|
g

b) ux (0xw) = (i w)ov— (4-

Todistus. Osoitetaan kohta c) (eli Lagrangen identiteetti) ja jitetddn muut kohdat
harjoitustehtaviksi. Kayttamalld lauseen 14.7 kohtaa g) ja lauseen 14.8 kohtaa a)

saadaan
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Siten Lagrangen identiteetti pétee. O
Lause 14.9. Oletetaan, etti v, w € R3. Jos v # 0 ja w # 0, niin

[0 x o = [[o]||lw]| sina,
missd o on vektorien v ja w vdlinen kulma.

Todistus. Todistuksessa kaytetaan Lagrangen identiteettia (lause 14.8). Vektorien
vilisen kulman méaritelmén mukaan cosa = (v - w)/(||v]|||w||), ja lisiksi pétee
sin? o + cos? @ = 1. Nyt Lagrangen identiteetisté saadaan

19 x @||* = [[3]*|@]|* — (@ - @)* = |5]]*|@]|* — (cos a||5|||]])?
= [[ol*I@]|* — cos® al|o|*||@]|* = [|5]*[[@]* (1 — cos® a)

2

= [[ol*||w]|* sin® o = (|[o][|w]| sin o).

Vektorien vélisen kulman maéaéritelmén mukaan 0° < o < 180°, misté seuraa,
ettd sin o > 0. Liséksi vektorien normit ovat aina epénegatiivisia. Siten ||[oxw|| > 0
ja ||o||||w|| sin « > 0. Saadusta yhtélosta voidaan néin ollen paételld, etta

[0 x wl| = [|o[lw]| sin a.
Tama todistaa viitteen. O

Edellisesté lauseesta seuraa, etta ristitulovektorin v x w pituus on yhta suuri

kuin vektorien v ja w madrdamén suunnikkaan ala (ks. kuva 14.43). Oletetaan, etté
vektorien v ja w vélinen kulma on «. Téll6in suunnikkaan korkeus on ||| sin a.

Néin suunnikkaan pinta-alaksi saadaan ||w||sina - ||v]] = ||v x w||.
4
U X W
’Uj |
@ ]| sin e
4 L,
v

Kuva 14.43: Ristitulovektorin v x w pituus on yhtd suuri kuin vektorien v ja w
madrdamén suunnikkaan ala.

Ristitulon avulla voidaan méaarittda myos suuntaissarmion tilavuus. Vektorei-
den v, w ja u madrddmédn suuntaissirmion tilavuus on pohjan pinta-alan ||v x w||
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ja korkeuden h tulo (ks. kuva 14.44). Pohjan pinta-alan tiedetéén edellisen kappa-
leen perusteella olevan ||v x w||. Madritetéddn viela korkeus h. Olkoon (8 vektoreiden
4 ja v X w vélinen kulma. Nyt

h = |l [cos(180° — )| = || cos ]
Siten tilavuus on
o x |||l [cos 8| = || x @||[j] cos | = | (5 x @) - .

Viimeisessé vélivaiheessa kéytettiin vektorien @ ja v x w vélisen kulman méaritel-
méd. Suunnikkaan tilavuus on siis niin kutsutun skalaarikolmitulon itseisarvo.

Kuva 14.44: Vektoreiden v, w ja u maidrdaméan suuntaissdrmion tilavuus.
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