11 Determinantti

Neliomatriisille voidaan laskea luku, joka kertoo muun muassa, onko matriisi kdan-
tyvé vai ei. Tatd lukua kutsutaan matriisin determinantiksi. Determinantilla on
muitakin sovelluksia, mutta tédsséd yhteydessd tarkastelemme vain sen yhteytta
matriisin kddntyvyyteen.

Determinantti voidaan mééritelld monin eri tavoin. Tédhadn lukuun on valittu
erds melko yksinkertainen tapa. Kaikki luvussa esitellyt tulokset voitaisiin johtaa
valitusta méaritelméstd, mutta useimmat johdot olisivat niin tyolaitd, ettd niista
tyydytddn antamaan vain perusidea. Kéytettéessd hieman kehittyneempid maa-
ritelmid monet todistukset helpottuisivat huomattavasti, mutta itse méaritelméan
esittdminen veisi enemmaén tilaa.

11.1 Pienten matriisien determinantit

Tarkastellaan ensin korkeintaan 3 x 3 -matriisien determinantteja. Determinantti
voidaan laskea vain nelidmatriisille.

Maaritelma 11.1.

a) Matriisin

determinantti on det(A) = a.

b) Matriisin

determinantti on det(B) = ad — be.

¢) Matriisin

determinantti on det(C') = a(ei — fh) — b(di — fg) + c¢(dh — eg).

Matriisin determinanttia voi merkitd myo6s pystyviivojen avulla:

b a b c
det(A) = ’a , det(B) = CCL d‘ ja det(C)=1|d e f
g h 1

Esimerkki 11.2. Matriisin A = [4] determinantti on det(A) = 4. Matriisin
1 -1
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determinantti on puolestaan
det(B)=1-4—(-1)-2=4+2=6.

Edelleen matriisin

-2 3 2
C= 1 -1
1 2 4

determinantti on

[en}

det(C) = —2(1-4—(-1)-2) — 3(
=-2.6-3-1+2-(-1)

4—(=1)-1)+2(0-2—1-1)
—17.

Matriisille, jonka tyyppi on 2 x 2, voi kiyttad determinantin laskemiseen kuvas-
sa 11.23 esitettyd muistisddntod. Piirretddn matriisin poikki vinoviivat. Samalla
viivalla olevat alkiot kerrotaan keskenédn. Jos viiva on lavistdjéan suuntainen, tulee
tulon eteen plusmerkki ja muutoin miinusmerkki. Lopuksi tulot summataan.

Kuvassa 11.23 on esitetty laskemista helpottava muistisédnté myo6s suurem-
man, tyyppid 3 X 3 olevan matriisin determinantille. Kirjoitetaan matriisin vierelle
matriisin ensimmaéinen ja toinen sarake. Piirretddn kuvion péélle matriisin lavis-
tdjdn suuntaisia viivoja sekéd vastakkaissuuntaisia viivoja. Samalla viivalla olevat
alkiot kerrotaan keskendan. Jos viiva on lavistdjan suuntainen, tulee tulon eteen
plusmerkki. Jos viiva on vastakkaissuuntainen, tulee tulon eteen miinusmerkki.
Lopuksi tulot lasketaan yhteen.

Kuva 11.23: Muistisdannot 2 x 2 -determinantin ja 3 X 3 -determinantin laskemi-
seksi.

Determinantin merkitys nakyy siiné, ettd se kertoo matriisin kdantyvyydesta.
Lauseen 9.12 nojalla 2 x 2 -matriisi

a b
A=
on kadntyva, jos ja vain jos ad — bc # 0. Toisaalta matriisin A determinantti on
ad — be. Matriisi A on siis kddntyvé, jos ja vain jos det(A) # 0. Samanlainen
tulos pétee myos 3 x 3 -matriisien determinanteille sekd myohemmin mééaritel-

taville suurempien matriisien determinanteille. Todistus on esitetty tdmén luvun
loppupuolella.
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Lause 11.3. Oletetaan, ettd A on n X n -matriisi. Matriisi A on kddntyvd, jos ja
vain jos det(A) # 0.

Esimerkki 11.4. Tutkitaan, onko vektorijono ((2,1,—-1),(0,1,-3),(—2,1,—7))
avaruuden R3 kanta. Kyseessd on kanta, mikéli jokainen vektori w € R? voidaan
ilmaista annettujen vektorien lineaarikombinaationa. Tutkittava yhtaloryhma voi-
daan ilmaista matriisimuodossa AT = w, missé

2 0 =2
A= |1 1 1
-1 -3 -5

Yhtaloryhmalld on yksikésitteinen ratkaisu, jos ja vain jos kerroinmatriisi A on
kédntyva (lause 10.1). Toisaalta lauseen 11.3 nojalla A on kddntyvé, jos ja vain
jos sen determinantti on nollasta poikkeava. Lasketaan determinantti:

2 0 -2
det(A)=]1 1 1|=2(1-(-5)—-1-(-3))—0-2(1-(-3)—1-(-1))
-1 -3 =5

=2.(-2) -2 (-2) = 0.

Koska determinantti on 0, matriisi A ei ole kddntyvé. Téasté syystd tutkittavan
yhtaloryhmén ratkaisua ei ole olemassa tai se ei ole yksikésitteinen. Annettu vek-
torijono ei siis muodosta kantaa.

11.2 Determinantin kehityskaavat

Suurempien matriisien determinantit voidaan laskea pienempien matriisien deter-
minanttien avulla.

Maaritelma 11.5. Olkoon A jokin n x n -matriisi. Merkitdén

ail a2 . A1n

as1r a2 ... aon
A=

anl Ap2 ... Qnpn

Jos n =1, niin det(A) = a;;. Jos taas n > 1, niin
det(A) = Z(*l)l—kjalj det(Alj),
i=1

missé A;; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s sarake.

68



Yleisen determinantin maéritelmé ei ole ristiriidassa aiempien determinantin
maéadritelmien kanssa. Esimerkiksi 3 x 3 -matriisin determinantti on uuden méari-
telmédn mukaan

d e
g h

e f

d f
hodl 0

g 1

+c

=a(ei — fh) —b(di — fg) + c(dh — eg).

Maaritelmésséa olevat kertoimet a1j otetaan matriisin ensimmaéiseltd rivilta.
Sanotaan, ettd determinantti on talléin kehitetty ensimmdisen rivin suhteen. Yhta
hyvin voidaan kiyttdd muita rivejd tai jopa muita sarakkeita.

Lause 11.6. Oletetaan, ettid A on n x n-matriisi. Merkitidn A(i, j) = a;j kaikilla
ijell,....n}

a) Olkoon i € {1,...,n}. Talloin
det(A) = Z(—l)i+jaij det(Aij),
i=1

missd A;; on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s
sarake. Kyseessd on kehitys rivin i suhteen.

b) Olkoon j € {1,...,n}. Tdlloin

n

det(A) = Z(—I)Hjaij det(A;;),
i=1

missd A;j on matriisi, joka on saatu matriisista A poistamalla i:s rivi ja j:s
sarake. Kyseessd on kehitys sarakkeen j suhteen.

Todistuksen idea. Lause voidaan todistaa tarkastelemalla, millaiseen lausekkee-
seen maaritelman kehityskaava lopulta johtaa. Lauseke koostuu tuloista

:taikl Qiky * * * Aiky,

missa k1, ..., k, ovat sarakkeiden indeksit jossakin jarjestyksessd. Esimerkiksi tyy-
pin 3 x 3 matriisin determinantin laskeminen johtaa néailla merkinnéillé lausekkee-
seen

(11022033 — Q11023032 — G12021a33 + 112023031 + 413021032 — A13022031.

Kunkin termin etumerkki méaraytyy siitd, onko sarakkeiden uusi jarjestys alku-
perdisen jarjestyksen ns. parillinen vai pariton permutaatio. Témén havainnon
jalkeen on suoraviivaista tarkistaa, etté jokainen kehityskaava johtaa itse asiassa
tdsmaélleen samaan lausekkeeseen. O
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Toisinaan voi saéstdd vaivaa, jos valitsee viisaasti rivin tai sarakkeen, jonka
suhteen determinantin kehittda. Lasketaan matriisin

12 3 0
01 0 -1
b= 00 -1 0
21 -4 -1

determinantti kehittdmaélla se aluksi kolmannen rivin ja vélivaiheessa kolmannen
sarakkeen suhteen:

12 3 0
01 0 -1
detD) =15 o 1
2 1 —4 -1
2 3 0 1 3 0 12 0 12 3
=01 0 —1/—-0-/0 0 —1/+(-1)-j0 1 —=1/—=0-]0 1 0
1 -4 -1 2 —4 -1 2 1 -1 2 1 —4
12 0
0 1 1 2 12
=—10 1 —1:—(0" —(=1)- +(=1)- )
5 1 2 1 2 1 0 1

= —(0+(1-1-2-2)=(1-1-0-2)) =—(0—3—1) =4.

Kehityskaavojen etumerkkien vaihtelu (eli kaavoissa muotoa (—1)*7 oleva ker-
roin) saadaan shakkilautaa muistuttavasta kuviosta:

Matriisin tilalle ajatellaan plus- ja miinusmerkeistd koostuva ruudukko, jonka va-
semmassa yldkulmassa on plusmerkki. Jos matriisin alkion kohdalla on plusmerk-
ki, tulee kehityskaavassa alkion eteen plusmerkki. Vastaavasti, jos alkion kohdal-
la on miinusmerkki, tulee kehityskaavaankin miinusmerkki. Kunkin alkion omaa
etumerkkia ei myo6skéén sovi unohtaa.

11.3 Determinantin ominaisuuksia

Tarkastellaan vield, miten determinantti suhtautuu matriisien alkeisrivitoimituk-
seen seké laskutoimituksiin. Seuraavan, alkeisrivitoimituksia koskevan lauseen to-
distuksen voi johtaa suoraan determinanttien kehityskaavoista.
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Lause 11.7. Oletetaan, ettd A on neliomatriisi.

1) Jos matriisi B saadaan matriisista A vaihtamalla kaksi rivia keskenddn, niin
det(B) = —det(A).
2) Jos matriisi B saadaan matriisista A kertomalla jokin rivi nollasta poikkea-

valla reaaliluvulla t, niin det(B) = tdet(A).

3) Jos matriisi B saadaan matriisista A lisaamdlld johonkin riviin jokin toinen
rivi reaaliluvulla k kerrottuna, niin det(B) = det(A).

Lauseen 11.10 kohdasta a) seuraa, ettd determinantin sarakkeet kéyttaytyvéit
tasmalleen samalla tavalla kuin sen rivit. Lauseesta 11.7 saadaan siis seuraavat
muistisaannot:

1) Jos matriisin kaksi rivid (tai saraketta) vaihtaa keskenédén, determinantin
etumerkki muuttuu:

ol — w
co O N
SO~

1
=—3
5

co N O
i =)

2) Jos matriisin rivilld (tai sarakkeessa) kaikilla alkioilla on yhteinen nollasta
poikkeava tekijé, tuon yhteisen tekijan voi ottaa determinantin eteen kertoi-
meksi:

1
3
5

S Sl
=)

1
=2-|3
5

=~ = W
i )

3) Jos matriisin riviin (tai sarakkeeseen) lisdtéén jokin toinen rivi (tai sarake)
vakiolla kerrottuna, matriisin determinantti ei muutu:

1 30 1 30
31 7=]0 =8 7.
5 4 4 5 4 4

Lauseesta seuraa myés, ettd eraiden matriisien determinantti on helppo maéa-
rittda suoraan matriisista.

Lause 11.8. Oletetaan, ettd A on neliomatriisi. Talloin

1) jos matriisissa A on nollarivi (nollasarake), niin det(A) =0
2) jos matriisissa A on kaksi samaa riwvid (samaa saraketta), niin det(A) =0
3) jos A on kolmiomatriisi eli kaikki lavistajin alapuoliset tai ylapuoliset alkiot

ovat nollia, niin matriisin A determinantti on ldvistajialkioiden tulo.

Todistus. Osoitetaan vain riveja koskevat véitteet. Sarakkeita koskevat véitteet
voidaan todistaa samalla tavalla.
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1) Kerrotaan matriisin nollarivi luvulla —1, jolloin matriisi ei muutu. Edeltédvin
lauseen mukaan det(A) = —1 - det(A), josta seuraa, ettd det(A) = 0.

2) Vaihdetaan matriisin samanlaiset rivit keskenéén, jolloin matriisi ei muutu.
Edeltévan lauseen mukaan det(A) = —1 - det(A), joten det(A) = 0.

3) Tulos n&hddin suoraan kehittdmalld matriisi rivi riviltd alkaen ylimmaésta
tai alimmasta, jolla on vain yksi nollasta poikkeava alkio. O

Edeltavia lauseita voidaan kayttda hyvéksi determinantin laskemisessa. Kun
matriisi muutetaan porrasmatriisiksi alkeisrivitoimitusten avulla, determinantti
muuttuu lauseessa 11.7 kuvatulla tavalla. Porrasmatriisin determinantti voidaan
puolestaan méarittaa lauseen 11.8 avulla.

Esimerkki 11.9. Lasketaan matriisin

1 -2 0 1
-2 4 1 0
2 0 -2 1

3 2 -1 -5

determinantti muuntamalla se vaiheittain porrasmatriisiksi. Tarvittavat alkeisri-
vitoimitukset on esitetty alla:

1 -2 0 1 1 =2 0 1 1 =2 0 1

-2 4 1 0 Ro+2Rq 0 0 1 2 R3s—2R 0 0 1 2 R4—3R;
2 0 -2 1| "2 o -2 1| " lo 4 -2 -1|
3 2 -1 =5 3 2 -1 -5 3 2 -1 -5

1 -2 0 1 1 -2 0 1 1 =2 0 1

O 0 1 2 R4—2R3 0 O 1 2 Rzﬁ_3>R2 0 O 1 2 Rﬂfg
0 4 -2 -1 0 4 -2 -1 0 4 -2 -1

0 8 -1 -8 0 0 3 —6 0 0 0 -12

(1 -2 0 1

0 4 -2 -1

0 0 1 2

0 0 0 -12

Tuloksena on yldkolmiomatriisi, jonka determinantti on lavistajaalkioiden tulo eli
—48. Lauseen 11.7 alkeisrivitoimituksista ainoastaan viimeinen muutti matriisin
determinanttia, ja se aiheutti vain etumerkin muutoksen. Siispa alkuperaisen mat-
riisin determinantti oli 48.

Alkeisrivitoimituksia tarkastelemalla voidaan todistaa myos kddntyvan matrii-
sin determinanttiin liittyva lause.

Lauseen 11.3 todistus. Neliomatriisi A on kédntyva tdsmaélleen silloin, kun se voi-
daan muuttaa alkeisrivitoimituksilla ykkdsmatriisiksi, muuten porrasmatriisiin tu-
lee nollarivi. Ykkosmatriisin determinantti on 1 ja nollarivin omaavan matriisin 0.
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Toisaalta jokainen alkeisrivitoimitus siilyttdd determinantin nollana tai nollasta
poikkeavana sen mukaan, mitd se oli alun perin. Taten matriisi A on kddntyva
tasmalleen silloin, kun sen determinantti on nollasta poikkeava. O

Tarkastellaan vield matriisien laskutoimituksien vaikutusta determinanttiin.
Lause 11.10. Oletetaan, ettd A ja B ovat neliématriiseja. Tdlldin

a) det(AT) = det(A)

b) det(AB) = det(A)det(B).
Todistuksen idea.

a) Tulos seuraa siité, ettd determinantit voidaan kehittdd yhté hyvin sarakkei-
den kuin rivienkin suhteen.

b) Jos jompikumpi tai molemmat matriiseista A ja B eivét ole kddntyvia, voi-
daan osoittaa, ettd myoskadn niiden tulo ei ole kddntyva. Talloin viite patee
lauseen 11.3 perusteella. Oletetaan sitten, ettd A ja B ovat kddntyvid ja
kirjoitetaan ne alkeismatriisien tuloina:

A=F,---E. ja B=F- - F,.

Lauseesta 11.7 seuraa, ettd jos F on alkeismatriisi, jokaiselle nelidmatriisille
M péatee
det(EM) = det(F) det(M).

Kayttamalld tatd havaintoa toistuvasti ylld esitettyihin tuloihin, ndhdaén,
etta

det(A) = det(Ey)---det(E,) ja det(B) = det(Fy)---det(Fs).
Toisaalta samalla tavoin
det(AB) = det(Ey) - - - det(E,) - det(FY) - - - det(Fy),
joten véite seuraa. [

Lause 11.11. Oletetaan, ettd neliomatriisi A on kddntyvd. Talloin

1
~ det(A)

det(A™1)

Todistus. Oletuksen mukaan matriisi A on kddntyva, joten silld on kddnteismatriisi
A~ Edellisen lauseen b)-kohdan nojalla pitee

det(A) det(A™) = det(AA™) = det(I) = 1.

Toisaalta lauseen 11.3 mukaan det(A) # 0, silld A on kadntyva. Jakamalla puolit-
tain saadaan det(A~!) = 1/det(A). O
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