10 Matriisit ja yhtaloryhmat

Téasséd luvussa esitellddn uusi tapa kirjoittaa lineaarinen yhtaloryhma matriisien
avulla kdyttden hyviksi matriisikertolaskua seké sarakevektoreita. Pilkotaan sitd
varten yhtéaloryhmén

a1171 + a1pTo + - - +apr, = b

a21X1 + ag2x9 + - -+ + a2p, Ty, = bg
: (8)

Am1Z1 + Qa2 + - 4 GnTn = by

eri osat omiksi matriiseikseen. Ensinndkin yhtaloryhmén (8) kerroinmatriisiksi
kutsutaan matriisia

ail ai2 A1n

a1 a2 A2n
A=

aml Om2 " OGmn

Kerroinmatriisi siséltaa siis yhtaloryhman kertoimet jarjestyksessa. Keratdan viela
muuttujat ja vakiot omiksi matriiseikseen:

T bl
L g b
r= . ja b=

L, bm

Kaikki tuntemattomat ovat sarakevektorissa Z ja kaikki vakiot sarakevektorissa b.
Nyt yhtaloryhmé (8) voidaan kirjoittaa matriisien avulla. Huomataan nimit-
téin, etta
a11%1 + @1222 + - -+ + A1pTn
(21%1 + G22%2 + - -+ + A2pTn

Am1T1 + Am2X2 + - + AmpTn

Sarakevektorin A7z alkiot vastaavat yhtdléryhmén (8) yhtéldiden vasempia puolia.
Koska sarakevektori b siséltdd yhtédloiden oikeat puolet samassa jérjestyksessd,
yhtaloryhmé voidaan kirjoittaa muodossa Ax = b eli

a11x1 + a2 + - + Ay by
a21X1 + ag2x9 + - -+ + a2, Ty, by
Am1T1 + AmeZ2 + - + AmnTn bm,

Kerroinmatriisin kadntyvyys vaikuttaa nyt merkittavasti yhtaloryhméan rat-
kaisuihin.
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Lause 10.1. Jos matriisi A on kddntyvd, yhtalolla Az = b on tasmdlleen yksi
ratkaisu.

Todistus. Oletetaan, ettd matriisi A on kddntyva. Todistuksessa on kaksi osaa. On
osoitettava, ettd yhtalolla on jokin ratkaisu ja ettd ratkaisuja ei ole enempéé kuin
yksi.

Osoitetaan ensin, ettd yhtédlélle 16ytyy jokin ratkaisu. Koska A on kddntyvé,
on olemassa kadnteismatriisi A~!. Nahdédn, ettd A~'b on yhtdlon ratkaisu, silld

A(ATD) = (AA™ b =Tb=b.

Osoitetaan sitten, ettei muita ratkaisuja ole. Oletetaan, ettd g on jokin (toinen)
ratkaisu. Talloin Ay = b. Kerrotaan yhtdlén molemmat puolet matriisilla A~1,
jolloin saadaan

A'Ag =A%
ja edelleen § = A~'b. Kysymyksessé onkin sama ratkaisu, joka l6ydettiin jo aikai-
semmin. Siten ratkaisuja on vain yksi ja se on A~'b. O
10.1 Alkeismatriisit

Myo6s alkeisrivitoimitukset voi ilmaista matriisikertolaskun avulla. Osoittautuu,
ettd jos matriisia kerrotaan niin kutsutulla alkeismatriisilla, tullaan matriisille
tehneeksi alkeisrivitoimitus. Téastd tulee olemaan hyotya kaantyvien matriisien
késittelyssa.

Maaritelma 10.2. Matriisi on alkeismatriisi, jos se on saatu ykkosmatriisista
yhdella alkeisrivitoimituksella.

Esimerkiksi seuraavat matriisit ovat alkeismatriiseja:

10 00 1000 1000
01 00 000 1 0100
Er=loo 2o loo 10" ® 301 0
00 01 0100 0001

Namaé alkeismatriisit on saatu ykkosmatriisista tekemaélla sille alkeisrivitoimitukset
—1Rs, Ry +» Ry ja R3 + 3Ry.

Esimerkki 10.3. Osoittautuu, ettd alkeismatriiseilla kertominen vastaa alkeis-
rivitoimitusten tekemista. Tutkitaan tétd edellisen esimerkin alkeismatriisien ja
matriisin
ail a1z a13
A= |2 a22 a2
azr azz2 as3
a4l Q42 43
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avulla. Laskemalla ndhdéan, etta

10 0 0| a1 a2 a3 ait a2 a3
EA— 0 1 0 0| (a1 a2 a23| | a2 a22 as3
1 - 0 0 1 0 - 1 1 1 Y
-3 azyp az2 ass —3031 —3032 —30a33
0 0 0 1| [ann @42 a43 asq a42 a43
1 0 0 Of |ain a2 a3 a1 a2 a3
Fpd = 0 0 0 1| |a21 a2z a23| |a@a1 a2 aa3
0 0 1 O0f [a31 a3z as3 azy azz ass
01 0 0] |asa a42 ag3 az1 a2z az3
ja
1 0 0 0] |ain a2 a3 ai a12 a13
101 0 Of |ag1 age a3| a1 a22 a3
FE3A = =
3 0 1 0] [a31 a3z as3 3a11 +az1 3aiz +azx 3aiz +ass
0 0 0 1 [aa1 @42 a43 as1 42 a43

Huomataan, ettd jokaisella alkeismatriisilla kerrottaessa matriisille A tullaan teh-
neeksi sama alkeisrivioperaatio, jonka avulla alkeismatriisi muodostettiin.

Yksittdinen esimerkki ei takaa, ettd alkeismatriisilla kertominen vastaa aina
alkeisrivitoimituksen tekemistd. Esimerkin perusteella voi kuitenkin ymmaértaé,
miksi ndin on. Véitteen todistaminen on melko tyolésté, joten se jatetddn véliin.

Lemma 10.4. Oletetaan, ettd A € R™"*™. Olkoon E alkeismatriisi, joka saadaan
tekemdlld jokin alkeisrivitoimitus ykkosmatriisille I,. Jos matriisille A tehdddn
sama alkeisrivitoimitus, tuloksena on matriisi EA.

Huom. Lemma tarkoittaa apulausetta. Se on siis pieni tulos, jota voidaan kéyt-
tad hyvaksi tdrkedmpien lauseiden todistamisessa.

Lause 10.5. Alkeismatriisit ovat kdantyvid, ja alkeismatriisin kiadnteismatriisi on
myos alkeismatriisi.

Todistus. Tarkkaa todistusta ei esitetd téassd. Kdaydédan kuitenkin lapi todistuksen
idea.

Jokainen alkeisrivitoimitus voidaan peruuttaa toisella alkeisrivitoimituksella
kuten kohta ndhdain. Kutsutaan tatd alkeisrivitoimitusta alkuperaisen alkeisrivi-
toimituksen kddnteistoimitukseksi.

Oletetaan, ettd a,b € R ja a # 0. Jos matriisille tehddén alkeisrivitoimitus
R; <+ Rj;, padstaan takaisin alkutilanteeseen tekemalld sama alkeisrivitoimitus
uudelleen. Alkeisrivitoimitus R; <+ R; on siis itsensé kddnteistoimitus. Alkeisri-
vitoimituksen aR; kidnteistoimitus on puolestaan éRi, ja alkeisrivitoimituksen
R; + bR; kdanteistoimitus on R; — bR;.

Alkeismatriisin kddnteismatriisi saadaan aina kadnteistoimitusta vastaavasta
alkeismatriisista. Alkeisrivitoimitusta R; <+ R; vastaava alkeismatriisi on oma
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kéanteismatriisinsa, alkeisrivitoimitusta aR; vastaavan alkeismatriisin kaénteis-
matriisi on alkeisrivitoimitusta éRi vastaava alkeismatriisi ja niin edelleen. Alkeis-
rivitoimituksen tekeminen vastaa nimittain edellisen lemman nojalla alkeismatrii-
silla kertomista. Esimerkiksi alkeisrivitoimitukset aR; ja %Ri perakkéin suoritet-
tuina eivit tee matriisille mitddn. Siten niitd vastaavien alkeismatriisien tulo on
ykkosmatriisi, jolla kertominen ei tee matriisille mitaén. O

Esimerkki 10.6. Etsitdan alkeismatriisin

1 000
0100
E_3010
0 0 01

kadnteismatriisi. Matriisi vastaa alkeisrivitoimitusta Rz + 3R;. Tamén alkeisrivi-
toimituksen voi kumota tekemalla alkeisrivitoimituksen R3 — 3R;. Sitd vastaava
alkeismatriisi on

10 00
0100
F= -3 010
0001

Laskemalla voi vield varmistaa, ettd FF = I ja FE = I. Siis E~1 = F.

Lauseessa 10.1 todettiin jo kddntyvien matriisien merkitys yhtaloryhman rat-
kaisun kannalta. Nyt tuota tulosta voidaan tdydentda tarkastelemalla lisdksi al-
keisrivioperaatioita ja niitd vastaavia alkeismatriiseja.

Lause 10.7. Oletetaan, ettd A on n X n -neliématriisi. Seuraavat ehdot ovat
yhtapitdvia:

a) Matriisi A on kddantyvd.

b) Yhtilolli Az = b on tismdlleen yksi ratkaisu kaikilla b € R™.

c¢) Yhtdlolli Az =0 on vain triviaali ratkaisu T = 0.

d) Matriisi A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kanssa.

e) Matriisi A on alkeismatriisien tulo.

Todistus. Osoitetaan viite todistamalla seuraava paattelyketju:
a)=b)=c)=d) =e)=a).

Taman jalkeen tiedetéddn, ettéd jokainen lauseen kohta on yhtépitavé toisten kohtien
kanssa.

a) = b): Viite on osoitettu lauseessa 10.1.

b) = c¢): Oletetaan, etti yhtilolli AZ = b on tdsmélleen yksi ratkaisu kaikilla
€ R". Tamé pitee my6s, jos b = 0. Toisaalta yhtilolld AZ = 0 on aina ratkaisu
= 0. Siten Z = 0 on ainoa ratkaisu.

(=l

1

61



c¢) = d): Oletetaan, ettd yhtilolld AT = 0 on vain ratkaisu Z = 0. Merkitdin
A(i,j) = aij kaikilla i,j € {1,2,...,n}. Yhtdlod Az = 0 vastaava lineaarinen
yhtaloryhmé on

a1 r1 + apro + - +apr, = 0
9121 + agero + -+ aspx, = 0
Am1T1 + Q2T + -+ + Gppy = 0

Koska yhtéaloryhmalld on tdsmélleen yksi ratkaisu ja muuttujia on yhtd monta
kuin yhtéloita, taytyy yhtaloryhmén olla ekvivalentti yhtéloryhmén

371:0
1‘2:0
z, =0

kanssa. Tamaé, tarkoittaa, ettd matriisi A saadaan alkeisrivitoimituksilla muutettua
ykkosmatriisiksi. Toisin sanottuna A on riviekvivalentti matriisin I kanssa.
d) = e): Oletetaan, ettd matriisi A on riviekvivalentti ykkosmatriisin kans-

sa. Olkoot Fi,..., E; ne alkeismatriisit, joilla kertomalla matriisista A saadaan
redusoitu porrasmatriisi. Nyt siis pétee
E,---E1A=1.

Kun yht#lon molemmat puolet kerrotaan vasemmalta matriisilla E; ', saadaan
Ey1---E1A=E ! Kun tdmén yhtdlén vasemmat puolet kerrotaan matriisilla
Ek__ll, saadaan Ej_o---E1A = Ek__llEk_l. Jatkamalla samaan tapaan paddytdan
yhtaloon
A=E' BN ES
Koska alkeismatriisin kdanteismatriisi on my6s alkeismatriisi, on viite todistettu.
e) = a): Oletetaan, ettd A = F - - Ey, missa Ej, ..., Ej ovat alkeismatriiseja.

Merkitdéan
B=E"' B

Nyt
AB = (Ey---Ep)(E, - EfY)
=E1---(EkE,;1)~--Ef1
:E1"'Ek—1IE;;_11"-Ef1

= FEE =1

Samalla tavalla ndhdaén, ettd BA = I. Siten B on matriisin A kaddnteismatriisi.
O
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10.2 Kaanteismatriisin maarittaminen

Muuttamalla neliomatriisi redusoiduksi porrasmatriisiksi voidaan ndhdé, onko
matriisi kddntyva. Jos nimittdin matriisi A onnistutaan muuttamaan alkeisrivi-
toimituksilla ykkésmatriisiksi, niin A on lauseen 10.7 nojalla kdantyvéa eli silld on
kédnteismatriisi A1, Muussa tapauksessa A ei ole kidntyva.

Jos matriisi on kdantyva, kdytetyisté alkeisrivitoimituksista saadaan myo6s sel-
ville, mik& kddnteismatriisi on. Oletetaan, ettd matriisi A on muutettu ykkésmat-
riisiksi alkeisrivitoimituksilla, joita vastaavat alkeismatriisit F1, ..., Fx. Nyt

Ey---EiA=1.
Talloin kdanteismatriisille patee

Al =147 ' = (B, - ELA)A™ = B, B (AA7Y)
= FEy-- Bl

Tama tarkoittaa, ettd tekemaélld ykkosmatriisille I samat alkeisrivitoimitukset
kuin tehtiin alunperin matriisille A paadytisn kidnteismatriisiin A=1.

Matriisin A kdantyvyyden selvittdminen ja kddnteismatriisin etsiminen voi-
daan tehd& yhté aikaa. Yhdistetddn matriisit A ja I matriisiksi [A | I]. Tehddan
talle matriisille alkeisrivitoimituksia, joilla A muutetaan redusoiduksi porrasmat-
riisiksi. Jos matriisi A saadaan muutettua alkeisrivitoimitusten avulla ykkésmat-
riisiksi, on A kédntyvi. Kuten edelld todettiin, samat alkeisrivitoimitukset muut-
tavat ykkosmatriisin I matriisin A kéiinteismatriisiksi A~1. Siis

(A1}~ [I]AT].

Esimerkki 10.8. Tutkitaan, onko matriisilla

kéanteismatriisi. Muokataan yhdistettya matriisia

2 4 =211 0 0
00 1/0 1 0
10 4]0 0 1

alkeisrivitoimituksilla samaan tapaan kuin Gaussin-Jordanin menetelméssa. Ta-
voitteena on saada vasemmalle puolelle ykkosmatriisi. Muokkaus voi tapahtua
esimerkiksi seuraavasti:
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(2 4 —2]1 0 0 1 0 4]0 0 1
0 1]0 1 o™= lo 0 1|0 1 of =
10 4/0 0 1 2 4 —211 00
(10 4]0 0 1 Lo 4f00 1],
00 1]01 o ™m=Blo 4 —10]1 0 —2f 18
0 4 —101 0 -2 0 0 110 1 0
(1 0 4]0 0 1 0 4/0 0 1
Ro+2R; R1—4R:-
511 1 1 5 1
01 —=3|7 0 —3| — 1 0|3 3 —5| =7
0 1101 0 00 1/0 1 0
1 0 ol0 —4 1
1 5 1
0101z 5 —3
00 1/0 1 0

Koska matriisi A saatiin muutettua alkeisrivitoimituksilla ykkosmatriisiksi, on A
kaantyvé. Lisdksi sen kadnteismatriisi on

0 —4 1
1 5 _1
4 2 2
0 1 0

Enté jos matriisi ei ole kiddntyva? Kuinka voidaan osoittaa, ettd matriisista ei
saada alkeisrivitoimituksilla ykkdsmatriisia? On itse asiassa niin, ettd jos alkeisri-
vitoimitusten avulla saadaan aikaan nollarivi, ei matriisi voi olla riviekvivalentti
ykkosmatriisin kanssa. (Todistus perustuisi redusoidun porrasmatriisin yksikésit-
teisyyteen.) Nollarivi on siis merkki siité, ettei matriisi ei ole kdéntyva.

Esimerkki 10.9. Tutkitaan, onko matriisilla

2 1 -3
B=|-1 0 2
11 -1

kadnteismatriisi. Ryhdytdan muokkaamaan yhdistettyd matriisia alkeisrivitoimi-
tuksilla:

-1 0 2100 10 -2[-100
41 =3l0 1 o 204 1 —3| o0 1 of i
31 —1]l0 0 1 31 —-1] 0 0 1
(1 2| -1 0 0] 10 —2]-10 0

1 5| 4 szt 1g 1 5] 4 1 of fe=fe
31 -1 0 0 1] 01 5| 301
(1 0 —2|-1 0 0

01 5| 4 10

0 0l -1 -1 1
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Koska matriisin B viimeisen rivin paikalle tuli nollarivi, matriisista B ei saada
alkeisrivitoimituksilla ykkosmatriisia. Siten B ei ole kdantyva.
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