1 Avaruuksien R? ja R? vektorit

Koulussa tason ja kolmiulotteisen avaruuden vektoreita késiteltiin yleensé kompo-
nenttimuodossa. Eris tason vektori saattoi olla vaikkapa v = 3i — 2j. Huomattiin,
ettd jokaisella koordinaatiston pisteelld on paikkavektori, jonka komponentit ovat
pisteen koordinaatit. Esimerkiksi pisteen (3, —2) paikkavektori olisi edelld mainit-
tu vektori v.

Kun vektorin kasitettd yleistetddn korkeampiin ulottuvuuksiin, osoittautuu
helpommaksi késitella vektoreita ja avaruuden pisteitd samalla tavalla. Esimerkiksi
merkinté (3, —2) tulee tarkoittamaan seké pistettd (3, —2) ettd ylld méariteltya
vektoria v. Télloin voidaan myo6s luopua hieman kémpelostéd yksikkovektoreiden
i, J ja k kiytosta.

Tassé luvussa kasitelldan tason ja kolmiulotteisen avaruuden vektoreita. N&ité
avaruuksia kutsutaan nimilld R? ja R3.

1.1 Kaksiulotteisen avaruuden vektorit

Misritelma 1.1. Avaruus R? koostuu reaalilukupareista. Toisin sanoen
R? = {(a,b) | a € R ja b € R}.
Avaruuden R? alkioita kutsutaan vektoreiksi.

Huom. 1. Maéaritelma tarkoittaa sopimusta. Téssé siis sovitaan, mitd avaruu-
den R? vektoreilla tarkoitetaan. Médritelméi ei tarvitse perustella millddn tavalla.

Huom. 2. Tarkalleen ottaen vektori (a,b) on niin kutsuttu jarjestetty pari. Té-
maé tarkoittaa sité, ettd lukujen a ja b jirjestykselld on véilia. Esimerkiksi jarjestetty
pari (1,2) ei ole sama kuin jarjestetty pari (2,1).

Huom. 3. Jos joukko-opin merkinnét (esim. €, C, \) eivéit ole tuttuja, voit
katsoa apua kurssisivulla olevasta tiedostosta ”Joukko-opin merkint6ja”.

Vektoreita merkitdan téssa tekstissé yleensa kirjaimella, jonka péalld on viiva.
Voidaan esimerkiksi kirjoittaa v = (a, b). Luvut a ja b ovat télloin vektorin v kom-
ponentteja. Avaruuden R? vektoreissa on aina kaksi komponenttia, ja avaruutta
R? kutsutaan kaksiulotteiseksi.

Esimerkki 1.2. Esimerkiksi v = (4,—1) ja ¢ = (3,—V/5) ovat avaruuden R?
vektoreita. Vektorin v komponentit ovat 4 ja —1. Vektorin u komponentit ovat
puolestaan % ja —/5.

Kaksiulotteisen avaruuden vektoreita voidaan havainnollistaa eri tavoin. Erds
tapa on ajatella vektorit koordinaatiston pisteind. Vektoria (a,b) vastaa piste, jon-
ka vaakakoordinaatti on a ja pystykoordinaatti b. Kuvassa 1.1 on esitetty vekto-
reita (1,3) ja (—3,2) vastaavat tason pisteet.

Vektoria (a, b) voi kuvata myos pisteen (a, b) paikkavektorina eli suuntajanana,
jonka ldhtopiste on origo ja padtepiste (a,b). Vektoreita (1,3) ja (—3,2) vastaavat
paikkavektorit on myos esitetty kuvassa 1.1.
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Kuva 1.1: Tason pisteet, jotka vastaavat vektoreita (1,3) ja (—3,2), sekd samoja
vektoreita vastaavat paikkavektorit.

Pisteen ja paikkavektorin lisiksi avaruuden R? vektoria voi havainnollistaa
mistd tahansa pisteestéd lahtevéllad suuntajanana. Suuntajanan paikalla ei ole vé-
lid. Ainoastaan sen suunta ja pituus merkitsevit. Vektoria (a, b) vastaavalla suun-
tajanalla on sama suunta ja pituus kuin pisteen (a, b) paikkavektorilla. Kuvassa 1.2
on esitetty vektoria (1,3) vastaavia suuntajanoja seké vektoria (—3,2) vastaavia
suuntajanoja.
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Kuva 1.2: Vektoreita (1,3) ja (—3,2) vastaavia suuntajanoja.

Avaruuden R? vektori on siis talld kurssilla mééritelménsa mukaan kahdesta
reaaliluvusta koostuva jarjestetty pari. Vektoreita voidaan kuitenkin havainnollis-
taa pisteind, paikkavektoreina tai suuntajanoina. Se, millainen havainnollistamis-
tapa on paras, riippuu siitd, mita ollaan tekemassé. Usein vektoreita kasiteltdessa
on pystyttava vaihtamaan sulavasti yhdestéa esitystavasta toiseen.

Koulusta tutut tason yksikkévektorit ovat mééritelman mukaan i = (1,0) ja
7 = (0,1). Kyseisii merkintoji ei juurikaan kiytetd tilld kurssilla.

1.2 Vektorien laskutoimitukset

Vektoreille voidaan méaritelld erilaisia laskutoimituksia. Yhteenlasku tapahtuu
lisddmalla kummankin yhteenlaskettavan vektorin komponentit yhteen.

)



Miiritelmi 1.3. Oletetaan, ettd v = (vi,v2) € R? ja w = (w1, we) € R2.
Vektoreiden v ja w summa on vektori

v+ w = (v + wi, v + wy).

Liséaksi vektoreita voidaan kertoa reaaliluvuilla. Tata operaatiota kutsutaan
skalaarikertolaskuksi.

Miiritelmi 1.4. Jos v = (v, v2) € R? ja ¢ € R, mééritelldin
cv = (cvy, cva).

Vektorien yhteydessé reaalilukuja kutsutaan usein skalaareiksi, ja siitd johtuu
my0s skalaarikertolaskun nimitys.

Esimerkki 1.5. Tarkastellaan vektoreita v = (4, 1) ja w = (—3, 2). Niiden summa
on
v4+w=(4+(-3),1+2)=(1,3).

Yhteenlaskua voidaan havainnollistaa geometrisesti (ks. kuva 1.3). Vektorien sum-
ma ndhdddn asettamalla vektoreita vastaavat suuntajanat perdkkain niin, etté
jalkimmaéinen vektori alkaa siitd, mihin ensimméinen paédttyi. Summavektorin al-
kupiste on ensimméisen vektorin alkupiste ja péaétepiste jalkimmaéisen vektorin
paatepiste.

Kuva 1.3: Vektorit v ja w sekd niiden summa v + w.

Tutkitaan sitten skalaarikertolaskua. Maaritelman mukaan

2 =(2-4,2-1) = (8,2)

1 1 1 1
T
2 2 2 2

Vektorit 20 ja —%17 on piirretty kuvaan 1.4. Huomataan, etté skalaarilla kertomi-
nen venyttad vektoria vastaavan suuntajanan pituutta, mutta séilyttdd sen suun-
nan, kuitenkin niin, ettd negatiivisella skalaarilla kertominen k&&dntda suunnan
vastakkaiseksi.

Madaritelma 1.6. Vektorille (—1)v kiytetddn merkintdd —o. Summalle v + (—w)
puolestaan kiytetddn merkintdd v—w. Tatd kutsutaan vektorien v ja w erotukseksi.
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Kuva 1.4: Skalaarimonikerrat 2v ja —%’D.

Esimerkiksi vektorien (—1,6) ja (4,2) erotus on
(_1’6) - (47 2) = (_176) + (_1)(47 2) = (_176) + (_47 _2) = (_554)

Vektorien erotuksen voi méarittad kuvan perusteella samaan tapaan kuin sum-
man. Nyt vain jalkimmaisen vektorin suunta on kdadnnettédva. Vektorien summaa
ja erotusta on havainnollistettu kuvassa 1.5.

Kuva 1.5: Summa v + w seké erotukset v — w ja w — v.

1.3 Kolmiulotteinen avaruus

Kaikki edella esitellyt kasitteet voidaan méaaritelld myos kolmiulotteisessa avaruu-
dessa. Avaruus R? on joukko

{(a,b,0) | a.b,c € R}.

Avaruuden R? alkioita nimitetddn myos vektoreiksi. Niitd voidaan ajatella ava-
ruuskoordinaatiston pisteiné, paikkavektoreina tai suuntajanoina. Yhteenlasku ja
skalaarikertolasku méaaritelladn komponenteittain samalla tavalla kuin avaruudes-
sa R2.

Kolmiulotteisen avaruuden yksikkovektorit ovat i = (1,0,0), 7 = (0,1,0) ja
k = (0,0,1). Niitdkisin merkintojé ei jatkossa tulla juuri tarvitsemaan.



