
Algebra IIMatematiikan ja tilastotieteen laitosHarjoitus 4to 18.2.20101. M�a�arit�a neli�on symmetriaryhm�an D8 sis�aiset eli konjugoinnista saatavat auto-mor�smit. Mink�a ryhm�an ne muodostavat? Osoita, ett�a kaikki D8:n automor-�smit eiv�at ole sis�aisi�a.Vihje. Sis�aiset automor�smit eiv�at kuvaa alkioita konjugaattiluokkiensa ulko-puolelle, ja mitk�a�an automor�smit eiv�at voi muuttaa alkioiden kertalukuja.2. (a) Olkoon G ryhm�a ja Z(G) sen keskus. Osoita, ett�a jos tekij�aryhm�a G=Z(G)on syklinen, niin G on vaihdannainen.(b) Olkoon p alkuluku. Osoita, ett�a jokainen ryhm�a, jonka kertaluku on p2, onvaihdannainen.Vihje. K�ayt�a tietoa, ett�a p-ryhm�an keskus on ep�atriviaali.3. Osoita, ett�a mik�a�an ryhm�a, jonka kertaluku on 80, ei ole yksinkertainen.4. Todista Cauhyn lause: jos alkuluku p jakaa ryhm�an G kertaluvun, niin l�oytyyalkio g 2 G, jonka kertaluku on p.5. Oletetaan, ett�a m;n 2 N ja syt(m;n) = 1. Todista seuraavat v�aitteet:(a) Jos am = bn joillain a; b 2 N , niin mjb ja nja.(b) Zmn �= Zm � Zn.6. Olkoon G ryhm�a ja H ja N sen aliryhmi�a. Jos G = HN , NEG ja H\N = f1g,ryhm�a�aG sanotaan aliryhmiens�aH ja N puolisuoraksi tuloksi. Osoita seuraavatpuolisuoran tulon ominaisuudet.(i) Jokaisella g 2 G on yksik�asitteinen esitys muodossa g = hn, miss�a h 2 Hja n 2 N .(ii) Tulo h1n1 � h2n2, miss�a h1; h2 2 H ja n1; n2 2 N , voidaan kirjoittaa muo-dossa h1h2 � n0n2, miss�a n0 2 N riippuu ainoastaan alkioista h2 ja n1.(iii) G=N �= H.


