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1 Johdanto

Ryvéstys (engl. clustering) on keskeisimpié tiedon louhinnassa ja ohjaamattomassa
oppimisessa kiytettyji menetelmii. Eri ryvistyslajit poikkeavat toisistaan huomat-
tavasti, mutta tavoitteena on aina annetun joukon sisdisen rakenteen hahmottami-
nen ilman mitdan lisdinformaatiota. Yksinkertaisimmillaan kysymys on joukon osit-
tamisesta siten, ettd saman osajoukon eli rypédan alkiot muistuttavat toisiaan enem-
méan kuin eri rypaisiin kuuluvat alkiot. Usein ollaan my6s kiinnostuneita 16ytamaan

ryviskeskukset, erdénlaiset rypéitten edustajat.

Klassisin ryviistysongelma on niin sanottu k:n keskiarvon ryvéstys (engl. k-means),
jota voidaan pitda euklidisessa avaruudessa tapahtuvan ryvistyksen perustapaukse-
na. Siksi siitd kiytetddnkin tassa kirjoitelmassa termid euklidinen ryvdstys. Euklidi-
sessa ryvistyksessid on kyse joukon osittamisesta tavalla, joka minimoi tietyn kustan-
nusfunktion arvon. Kunkin rypéin keskus on tilloin sen alkioiden keskiarvo. Téhén
ryvistysongelmaan liittyy kuuluisa vahittdinen menetelmé, joka esiintyy englannin-
kielisessa tekstissd niin ikdan yleisesti nimelld k-means. Menetelmén esitti tiettavasti
ensimmaéisend Lloyd vuonna 1957, vaikka asiaan liittyvé artikkeli julkaistiin vasta
25 vuotta my6hemmin |L1082|. Termi Lloydin menetelmd on verrattaen tunnettu, ja
sitd kaytetddn myos tdssa kirjoituksessa, jotta ongelma ja algoritmi voidaan selkeés-
ti erottaa toisistaan. Erityisesti néin halutaan korostaa, ettid Lloydin menetelm4 ei
ole euklidisen ryvéastysongelman ratkaisualgoritmi eiké tavallisessa muodossaan edes

approksimointialgoritmi.

Lloydin menetelméi on erittiin suosittu, koska se on helposti toteutettavissa ja kiy-
tdnnon sovelluksissa myos yleensd nopea. Ndennaisesta yksinkertaisuudestaan huo-
limatta menetelmé on monessa suhteessa varsin huonosti ymmaérretty. Sen sovelta-
miseen liittyy paljon heuristisia kaytidntoja, toisin sanoen tietyissd tilanteissa hy-
viksi havaittuja ratkaisuja, joiden toimivuudesta ei ole mitddn teoreettisia takeita.
Tamén kirjoituksen péisisaltonéd on esitelld Lloydin menetelméin alustusalgoritmi,
jonka avulla ryvéstyksen laadulle saadaan tietty odotusarvoinen alajara [AVOT7|. Al-

goritmi vaikuttaa lupaavalta my6s sovelluksia ajatellen.

2 Euklidinen ryvastys

Tassd luvussa madritellddn euklidinen ryvéstysongelma. Niin yksi- kuin useampi-

ulotteisten avaruuksien alkioita merkitadn jatkossa tavallisilla pienilld kirjaimilla,
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Kuva 1: Kuuden tason pisteen optimaalinen euklidinen kaksiryvéstys. Ryvéskeskukset

on merkitty risteilla.

esimerkiksi x,y € R?. Tillaisten alkioiden muodostamia joukkoja merkitéifin isoilla
kirjaimilla (A, B C R?) ja joukkojen kokoelmia puolestaan kaunokirjoituskirjaimilla
(R,S C P(R?). Joukon X osituksella tarkoitetaan sellaista X:n epityhjien osa-
joukkojen kokoelmaa R, jolla pitee |J,.r A = X ja AN B = 0 kaikilla A, B €
R, A # B. Tavallisen euklidisen normin merkintdnd on kiytetty kaksinkertaisia

pystyviivoja, joten pisteiden x ja y vélinen etdisyys on d(x,y) = ||z — y||.

Euklidisessa ryviistysongelmassa on annettu joukko X C R? ja haluttu rypéiitten
lukumédrd k € {1,2,...,]|X|}. Ongelmaan liittyvd kustannusfunktio on ¢ : R —
R,

Sr(X) =D > lle—c(A))*, (1)

AER z€A
missé ¢(A) = [A|7' Y, ., @ on joukon A pisteiden keskiarvo. Tehtdvand on méadrit-
tdd joukon X ositus R (|R| = k), joka minimoi kustannusfunktion ¢z (X) arvon.
Talloin ositus R on joukon X euklidisen k-ryvistysongelman ratkaisu ja ryvésta
A € R vastava ryviskeskus on c(A). Kuvassa 1 on esitetty tason kuusialkioisen

joukon euklidisen kaksiryvistysongelman ratkaisu.

Ongelma esitetddn usein muodossa, jossa haetaan k:n keskuksen joukkoa C, joka

minimoi kustannukset

_ ~ 2
dc(X) = ) minlz —c|?. (2)
zeX
Télloin keskusta ¢ € C vastaava ryvis on {z € X | k(z) = ¢}, missd k(z) =

argmin .. ||z — ¢||. Toisin sanoen jokainen piste liitetdén siihen rypdédseen, jonka
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keskus on pistettd lihinné. Saatava ryvistys ei ole kuitenkaan yksikésitteinen, koska
piste x € X voi kuulua vain yhteen rypéiseen, mutta toisaalta pistettid x lahimpéana
olevia keskuksia voi olla useampi kuin yksi. Tésté syysta on selkeimpad samastaa ry-
vastys ositukseen eikd ryviskeskuksiin, milloin se on mahdollista. Toisaalta monissa
tarkasteluissa ollaan kiinnostuneita kustannuksista valittujen keskusten funktiona,
ei niinkédén itse osituksesta. Talloin kustannusfunktion muoto (2) on kdytédnnolli-

sempi.

Luvun 4.2 tarkasteluissa lasketaan useasti vain jonkin mielivaltaisen osajoukon A C
X osuus ryvastyksen kokonaiskustannuksista. Jos ryvéstystd R vastaa keskusten
joukko C' niin t&lloin yksinkertaisesti ¢pr(A) = ¢c(A) = >, mingec ||z — [/

Ryvéstysongelma on triviaali, jos & = 1 tai £ = |X|. Ensimmaéisessé tapauksessa
ainoa ryvas sisiltda koko joukon X, jalkimmaéisessé tapauksessa kuhunkin rypaéseen

kuuluu tdsmalleen yksi piste ja ryvistyskustannukset ovat 0.
Seuraava aputulos on hyddyllinen tarkasteltaessa euklidista ryvéstysta.

Aputulos 1 Olkoon X avaruuden E pistejoukko, jonka alkioiden lukumdadrd on n.

Olkoon ¢(X) joukon X pisteiden keskiarvo ja x € E mielivaltainen piste. Silloin
Dyex T —yl? =X ex ly — c(XIP + nllz — (X)) Lisdksi 32, , v llz —y[* =
2 ey o —c(X)]%

Todistus. Suoralla laskulla todetaan, etté

Dollz—yl? = llw —e(X) +e(X) —yl)?

=D e —eOIP+2) (= e(X), e(X) —y) + D lle(X) —yl?
= nflz — c(X)|* + 2(z — c(X) ) =D w+ ) Ny =X

yeX yeX
Koskan-c(X) =3 cxy=n-1/n v 22— cxy =0, viitteen ensimmiinen osa

on tosi. Jalkimmainen osa saadaan taméan jalkeen helposti:

Yo llz—yllP=) (ley—c H2+nHI—C(X)H2>

z,yeX zeX \yeX
=n Yy —c(X)P+n e — X))
yeX zeX

=2n ) |z —c(X)|*. O

rzeX
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Aputuloksen 1 ensimmaéisen yhtdlon avulla ndhddin, ettd lauseke ) |z —yl|? on

el
pienimmilléén, kun x = ¢(A). Siis jos yhtélon (1) oikean puolen lalylsekkeessa kor-
vataan rypdan A pisteiden keskiarvo ¢(A) jollakin muulla pisteelld ¢4 € X, lausek-
keen arvo ei voi pienentyd. Aputuloksen 1 jalkimméainen yht&lé on hyodyllinen, kun
ryvistyksen kustannukset halutaan méaérittad laskematta erikseen ryviskeskuksia.

Madritelmén yhtdlo (1) voidaankin kirjoittaa ilman keskuksia muodossa

br(X) =Y ﬁ S e -yl

AeR z,y€A

Euklidisen ryvistysongelman vaativuuteen liittyy sekaannuksia, joita Aloise et al.
ovat kiisitelleet [AHOT|. Monesti todetaan ongelman olevan NP-kova esittdmétta to-
distusta tai viitteitd, useissa tapauksissa on myos viitattu jonkin muun ryvistys-
ongelman vaativuustodistukseen. Todistus, jonka Drineas et al. ovat esittdneet, on
selkedisti virheellinen [DFK199, AHO07]. Tapauksessa, jossa rypaiden lukuméérd k
on vahintddn 3, voidaan kuitenkin esittdd polynomiaalinen palautus kolmivéiritet-
tavyysongelmasta [Luo07]. Kolmivéritettdvyysongelma on tunnettu NP-tdydellinen

ongelma |GJ79]. Tapauksen k = 2 vaativuus lienee yhé epéselvé.

3 Lloydin menetelma

Lloydin metodi on kuvailtavissa epdmuodollisella tarkkuudella hyvin lyhyesti. Ole-

tetaan, ettd ryvistettavana on joukko X ja rypdiden lukumairédksi halutaan k.

1. Valitaan joukosta X keskusten joukko, jonka koko on k.

2. Liitetdan kukin piste siithen keskukseen, joka on pistettd lahimpéané. Siirretdan

sitten kukin keskus siihen liittyvien pisteiden keskiarvokohtaan.

3. Jos nédin muodostettu ryvistys on jollakin kriteerilld riittdvin hyvé, lopetetaan.

Muussa tapauksessa jatketaan jilleen kohdasta 2.

Yleensd ryvastysongelmien yhteydessd puhutaan ryvastettavistd joukoista, niin teh-
daan tassdkin tutkielmassa. Tasmallisempad olisi kuitenkin puhua monijoukoista,
koska kdytdinnon kannalta on epérealistista olettaa, ettd ryvistettivi aineisto ei
koskaan sisaltdisi identtisia alkioita. Koska monijoukkoja on jossakin médrin hanka-
lampaa kéasitelld teoreettisesti kuin joukkoja, lienee kuitenkin tarkastelussa mones-

ti helpointa muuntaa monijoukko joukoksi pienten identtisiin alkioihin lisdttdvien
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muutostermien avulla. Tdmén jalkeen on tietenkin oltava huolellinen, ettei muutos-
ta kiytetd tarkasteluissa lilan voimakkaalla tavalla hyviksi. Esimerkiksi kahden al-
kion monijoukossa X = {{x, y}} voi olla x = y, miki ei ole mahdollista muunnetussa
joukossa X = {2/, y'} = {x + 9,y + €}.

Konkreettinen esimerkki monijoukkotarkastelun tarpeellisuudesta on menetelmén
ensimmadinen askel eli alustusvaihe. Yleinen kiytidnto on arpoa tasaisen satunnaisesti
alustavat k keskusta. T&ll6in on jirkevad varmistua siité, etté kaksi keskusta eivét ole
identtiset. Jos ryvéstetadn joukkoa, riittdi identtisyyden varmistamisessa tarkastella

alkioiden indeksijoukkoa, mutta monijoukon tapauksessa on vertailtava itse alkioita.

Kohdassa 3 pisteiden ja niiden keskusten vélisten neliollisten etdisyyksien summa ei
voi missdin vaiheessa kasvaa. Selvésti yksittdisen pisteen osuus kustannukset muo-
dostavasta summasta voidaan minimoida liittdmalla se lahimpéaan keskukseen. TAmé&
synnyttia joukon uuden osituksen, jossa rypéan pisteiden keskiarvo on kustannukset

minimoiva ryvaskeskus.

Hyvén lopetusehdon méarittaminen ei ole aivan triviaalia. Lloydin menetelmalld 16y-
detéddn ddrellisessd ajassa jokin kustannusfunktion paikallinen minimi, koska erilaisia
adrellisen joukon osituksia on ddrellinen méaéré. Toisaalta pahimmassa tapauksessa
tdma voisi viedd liikaa aikaa. Silmukan 3 suorituskerroille onkin syyté asettaa jokin
kiinted yldraja tai vaatia, ettd ryvistyskustannukset pienentyvit kullakin askeleella
riittdvan paljon. Kaytdnnon sovelluksissa Lloydin menetelmé stabiloituu yleensé no-
peasti, vaikka sen pahimman tapauksen suoritusajan alaraja on ylipolynomiaalinen
|AV06|.

4  D?-alustusalgoritmi

Yleisesti kiytetty tapa valita alustavat keskukset ryvéstettavisti joukosta tasaisen
satunnaisesti voi johtaa mielivaltaisen huonoihin ryvastyskustannuksiin. Tdma on

ongelma myos realistisissa tilanteissa, kuten luvussa 5 ndhd&én.

4.1 Algoritmin kuvaus

Seuraavaksi esitettivi alustusalgoritmi, jota kutsutaan tissi kirjoituksessa D?-alus-
tukseksi, takaa alustuksen jilkeisen ryvéstyksen kustannusten odotusarvon ja opti-

maalisten kustannusten suhteen olevan korkeintaan 8(Ink + 2). Tdméi todistetaan
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aliluvussa 4.2. Algoritmin ovat esittdneet Arthur et al. [AV0T7]. He kutsuvat D>

alustuksen ja Lloydin menetelmén yhdistelm&a nimelld k-means++.

Olkoot D?-alustusalgoritmin valitsemat keskukset jirjestyksessi ci, .. ., ¢,. Médritel-
lddn D;(z) = d(z, {c1,...,¢}) =min{||lx —¢|| : ¢ € {c1, ..., ¢} }. Algoritmi voidaan

madritelld seuraavasti.

1. Valitaan keskus ¢, tasaisen satunnaisesti joukosta X.

2. Valitaan jirjestyksessd keskukset co, ..., c; siten, ettd alkio z € X tulee vali-

tuksi kullakin kerralla todennékoisyydelld

Di_1($)2
ZyeX Difl<y>2 .

(3)

Todennékoisyydelle (3) on luonnollinen tulkinta. Tarkoittakoon R; ryvéstysté, jos-
sa jokainen x € X on liitetty ldhimpéaéan keskukseen joukossa {ci,...,¢;}. Silloin

kyseinen todennikdisyys voidaan myos kirjoittaa muodossa

¢Ri71 (X )
Toisin sanoen kussakin valinnassa tietyn alkion todennakdéisyys tulla valituksi on
suoraan verrannollinen alkion osuuteen ryvistyskustannuksista, jotka siihen asti va-
littujen keskusten muodostama ryvéstys aiheuttaa. Muodosta (4) nahddin myos,
miten alustusalgoritmi on yleistettdvissa tapauksiin, joissa kdytossd on jokin muu

kustannusfunktio.

Jos algoritmin suorituksen aikana pidetddn muistissa kunkin alkion kohdalla vii-
tettd sitd lahimpané olevaan jo valittuun keskukseen, yhden keskuksen valintaan
vaadittava aika on luokassa O(nd), missd n on alkioiden lukumédri ja d avaruu-

den ulottuvuuksien lukumééara. Niinpd alustusalgoritmin kokonaisaikavaativuus on
O(ndk).

4.2 D?-alustusalgoritmi on O(log k)-kilpailukykyinen

Arthur et al. osoittavat, ettd D2-alustusalgoritmin tuottaman ryvistyksen kustan-
nusten odotusarvo on korkeintaan 8(Ink + 2) kertaa niin suuri kuin optimaalisen
ryvistyksen kustannukset [AV07|. Todistus esitetéfin seuraavassa yksityiskohtaises-
ti. Huomattakoon, ettd tulos péatee jo ennen Lloydin algoritmin soveltamista, toisin

sanoen tissa alustusalgoritmin valitsemat keskukset méaaradvit ryvistyksen.
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Todistetaan aluksi aputulos, jota tarvitaan myohemmin kustannusten arviointien

vhteydessa.

Aputulos 2 Kun x; € Ry kaikillai € {1,...m} jap € R, p > 1, niin
m p m
(Z ) <mf™ )l
i=1 i=1

Todistus. Olkoon % + % = 1, missd p,q € R ja p,q > 1. Olkoon liséksi z,y € R,
T =[r 1. .7p] jay = [m VT m7Ye . m~Y9T. Hélderin epiyhtilén mukaan
lz -yl < |lzlpllyll Koska |lyll, = 1 ja x; > 0 kaikilla ¢ € {1,...m}, niin tdmén

perusteella

m ) m %
Sant <l ()
=1 i=1

Epéayhtalon molemmat puolet ovat tissi epinegatiiviset. Tulos saadaan korottamalla
epayhtild ensin puolittain potenssiin p ja kertomalla se sitten puolittain luvulla

p
ma =mP~ L. [

Seuraava tarkastelu liittyy alustusalgoritmin ensimméiseen askeleeseen, jossa vali-
taan yksi ryviskeskus tasaisen satunnaisesti ryvistettavistd joukosta. Vertailukoh-
daksi kiinnitetdén mielivaltainen optimaalinen ryvéstys. Valittiin ensimméiinen kes-
kus miten tahansa, se tulee tietenkin valituksi jostakin optimaalisen ryvéstyksen
rypéadsta. Lisaksi kaikkien tamén rypédén alkioiden todennékoisyys tulla valituksi on

yvhta suuri.

Aputulos 3 Olkoon A optimaalisen ryvéistyksen Ropy ryvds ja olkoon R ryvdstys,

jonka ainoa keskus on valittu tasaisen satunnaisesti joukosta A. Tdlloin Elpr(A)] =

200pt(A).
Todistus. Kdyttamalla hyviksi aputuloksen 1 jalkimmaistd kohtaa ndhdéin, etté

E[¢n(A)] :Z@Z e — gl

yeA €A

:@M Sz — ()|

€A

=23 o — ()|

T€EA

Koska Ropt on optimaalinen ryvéstys, siind joukon A ryvéskeskus on A:n alkioiden

keskiarvo. Vaite tuli siten todistetuksi. O
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Arvioidaan seuraavaksi ryvistyskustannuksia tilanteessa, jossa yksittdinen uusi kes-
kus valitaan D2-painotusta kiyttden. Talloin on olemassa jokin ryvistys R, johon
uusi keskus lisdtddn. Seuraavassa ei oleteta mitddn siitd, mikd on ryvistyksen R

keskusten joukon ja optimaalisen ryvistyksen alkion A leikkauksen koko.

Aputulos 4 Olkoon A optimaalisen ryvdstyksen Rop rTyvds ja R ryvistys, joka
sisdltdd vihintidn yhden keskuksen. Laaditaan ryvdstys R' lisdamalld ryvistykseen

R uusi keskus joukosta A kéiylttien D?-alustusalgoritmia. Tdilloin pitee E[pr (A)] <
8dopt (A).

Todistus. Merkitdén seuraavassa pistettd x ldhinné olevaa ryvéstyksen R keskusta
k(x). Siis k() = arg min . |z—y||, misséd C on ryvistyksen R keskusten joukko. Jos
lahimpié keskuksia on useampi kuin yksi, voidaan keskus k(x) kiinnittad mielivaltai-
sesti. Olkoon liséiksi pisteen z etéisyys lahimpédn R:n keskukseen D(z) = ||z —k(x)]|.

Kun tiedetdén pisteen ¢ tulevan valituksi joukosta A, todennékoisyys valita ¢ on

D(c)?
erA D(m)Q .

Kun keskus ¢ on valittu, pisteen y € A osuus ryvistyksen R’ kustannuksista on
min{D(y)2, ||y — c|[2}. Siis

Elpr(A)] =) P. Zmln{D ) ly = cl?}

P.=

ceA yEA
D DL N T ST
cEA veaD yEA

Kolmioepayht&lod hyviksi kiyttien saadaan arvio D(c) = ||c—k(c)|| < [[e—k(z)]| <
le—z||+ ||z —k(2)|| = ||z —c|| + D(2), missi z € A. Aputuloksen 2 perusteella siten
D(c)? < 2D(2)? + 2||z — ¢||*. Summaamalla kaikkien z € A yli ja jakamalla joukon

A alkioiden lukumaéaralla saadaan

|A|ZD |A‘ZH2_CH2

z€EA z€EA



Sijoitetaan tdmé epayhtaloon 5, jolloin voidaan lopulta arvioida:

D(z
Bon(4) < 33 E= DS min{ ()" Iy — el

ceA foe yeA

> cA HZ C” Z 2
Z = min{D(y)*, |ly — ¢|*}
‘A’ cEA ZxEAD yEA

2 ZzeA D 2 EzeA HZ CH
Zzzm D( Z” SR DY > D 2P

ceA cEA yeA

ZZ ly — cll®

ceA yeA
=4 - 2¢0p1(A) (6)
= 8¢opt(4) .

Kohta (6) saatiin aputuloksesta 3. OJ

Askeisten aputulosten perusteella tiedetiiin, ettd D2-alustuksen tuottamien ryvis-
tyskustannuksien odotusarvo olisi vakiokerrointa vailla optimaalinen, mikali mitkdan
kaksi valittua keskusta eiviat kuuluisi samaan optimaalisen ryvéstyksen rypaéseen.
Téhén ei kuitenkaan padsta. Viite alustusalgoritmin O(log k)-kilpailukykyisyydesta
pystytdin todistamaan soveltamalla seuraavaa aputulosta tilanteessa, jossa on va-

littu vain yksi keskus optimaalisen ryvéstyksen rypédasta A.

Aputulos 5 Olkoon R joukon X ryvdstys ja olkoon Ropy X :n optimaalinen ryvds-
tys. Valitaan osajoukko U C Ry siten, ettd |U| =u > 0. Olkoon U = |Jz, B ni-
den rypditten sisdltdmien pisteiden joukko ja V = X \ U. Muodostetaan ryvastys R’
lisidamilli t < u satunnaista keskusta ryvéistykseen R kéyttien D?-alustusalgoritmin

valintamenettelyd. Saadun ryvistyksen kustannusten odotusarvolle saadaan yliraja

u—t

Elor (X)] < (1 + Hy) (or(V) + 8¢opt (U)) + or(U) ,

missi Hy = > r_, 1/t. Sovitaan tissd, etti Hy = 0.

Todistus. Todistetaan viite induktiolla jonon

(an) = ((tnaun)) = ((07 1)7 (17 1)7 (O? 2>> (172)7 (272)? x )

yli. Késitellddn ensin perustapaukset (¢,u) € {(0,u),(1,1) | v € N}. Merkitdan

seuraavassa luettavuuden parantamiseksi ¢ = ¢g.
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Kun ¢t =0 ja u > 0, ryvéistys ei muutu, eli R’ = R. Saadaan triviaali arvio

El¢r (X)]

¢(X)
< G(X) + 8dopt(U)
(1+0) - (@(V) +8¢ept(U)) +1-(U) .

Olkoon nyt t = u = 1. On siis valittu optimaalisesta ryvastyksestd yksi ryvis. Toden-
nékoisyys, ettd ryvéstykseen R lisdttéva keskus on joukosta U, on ¢(U)/é(X) . Apu-
tuloksen 4 mukaan siiné tapauksessa E[¢r/ (U)] < 8¢popt(U), ja koska joukon V' ry-
vistamisen kustannukset eivit ainakaan kasva, patee E[pr/ (X)] < ¢(V) + 8popt (U).
Luonnollisesti siindkian tapauksessa, ettd uusi keskus valitaan joukosta V', ryvis-

tyksen kulut eivit voi kasvaa. Nain pystytddn arvioimaan

Elpr (X)) < % (6(V) + 86upe (1) + %M
< 6(V) + 8 (U) + 6(V) ™)

2¢(V) + 8¢apt (U)
<S(1+1) - (@(V) +80opt(U)) +0-o(U) .

Kohta (7) seurasi siité, ettd ¢(U)/op(X) < 1.

Oletetaan nyt viitteen pitivin paikkansa arvoilla (t —1,u) ja (t — 1,u — 1). Néyte-
tééan, etta talldin vaite on tosi myds arvoilla (¢, u). Tadmén tuloksen avulla voidaan

induktiotodistus vied& helposti padtokseen.

Jaetaan kasittely kahteen osaan sen mukaan, kuuluuko ensimmadinen ryvéstykseen

R lisdttava uusi ryviskeskus joukkoon V' vai U. Vastaavien tapahtumien todenni-
koisyydet ovat ¢(V)/o(X) ja ¢(U)/o(X).

Ensimmaisessa tapauksessa syntyy ryvéstys 7, joka siséltdd yhden keskuksen enem-
mén kuin R. Tietenkin ¢7(A) < pr(A) kaikilla A C X. Kéytetddn titéd tietoa hyo-
dyksi ja sovelletaan induktio-oletusta ryvistykseen 7 arvoilla t—1 ja u. Ryvéastyksen
R’ odotusarvoisten kustannuksien ylirajaksi saadaan téssi tapauksessa

u—(t—1)

u

Elpr (X)|T] < (1 + Hi—1) - (0(V) + 8¢ope(U)) + ¢(U) .

Vastaavasti tapahtuman osuus koko kustannusten ¢r/(X) odotusarvosta on

o(V)
o ((1 £ H) - (6V) + 86um(D)) +

u—t+1
U

ow)) ()
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Tarkastellaan nyt toista tapausta, jossa ensimméinen uusi keskus a tulee valituksi
jostakin optimaalisen ryvéstyksen rypaédstd A € U. Kiinnitetdédn jokin a € A, ja
olkoon néin syntynyt ryvéstys U,. Olkoon p, todennikéisyys valita alkio a keskuk-
seksi silld ehdolla, ettd keskus valitaan joukosta A. Merkitdéan lisiksi U' = U \ A
ja V' = V U A. Nytkin luonnollisesti ¢, (A) < ¢(A) kaikilla A C X. Sovelletaan
induktio-oletusta ryvéstykseen U, arvoilla (¢ — 1,u — 1), jolloin voidaan arvioida

ryvistyksen R’ kustannusten odotusarvon olevan korkeintaan

[¢R’ |ua]
< Sop (14 Hie) (0 () + o) + T g, 1)
< S (0 Hea) (3l + 80 (0) ~80n()) 4 =500
< S (1 H-0) (V) + 00 + 8000 (0) — 8000 4)
FEZHOW) - 6l )

Aputuloksen 4 mukaan ., padu, (A) < 8Popt(A). Koska liséksi > . 0. = 1, ja

o, (V) < ¢(V), niin ylli olevasta seuraa edelleen

Elpr (X)|Ua] < (14 Hi1)(0(V) + 8dopt(U)) +

U)—o¢(A)) .
L 6(U) - 9(A))

Nyt voidaan viedd toisen osatapauksen tarkastelu paiatokseen. On tarkasteltu siis
tilannetta, jossa ensimmainen valittava keskus kuuluu johonkin optimaalisen ryvés-
tyksen rypéddseen A € U. Télloin syntyvien kustannusten osuus koko odotusarvosta

E[¢r/(X)] on korkeintaan

5 S (004 ) 00) + 86 (0) + = H0(0) — o))

AelU

= (1+ Hy 1) (¢(V) + 8ot (U Zcb A)

Aeu

u—t 1 9
T o) AX; (¢(A)o(U) = $(A)?) (9)

< (Ut Hi) O0V) 480U S5 + 201 - 5 (607 = o0
o)

= M ((1 + Htfl)((b(V) + 8¢0pt(U)) +
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Kohdassa (9) kéiytettiin arviota, joka seuraa suoraan aputuloksesta 2:
1 ’ 1
AP > = A = =¢(U)*.
DS (} X >> —o()

Yhdistamalld kaksi edelld késiteltyd osatapausta ja niitd vastaavat arviot (8) ja (10)
voidaan néyttéd, ettd aputuloksen 5 ollessa voimassa arvoilla (t—1,u) ja (t—1,u—1),

se on voimassa myos arvoilla (¢, u):

Elpr:(X)] < ﬁ <<1 +H)(0(V) + 860n(U)) + = 1¢<U))
n % ((1 + Hy 1)(6(V) + 8bopi(U)) + — th))
_9(V) &G)W L1+ Hia) (60V) + 86um(U)
4 u(b;)[{))() (¢(V)(u —t+1)+¢(U)(u— t)>
= (1= Hi_1) (¢(V) + 8¢opi(U)) (1)
* uég(]))() (¢(V)< —t+1)+ (6(X) = d(V)) (u— t>)

= (14 H) ($(V) + 86upu(U)) + jf L w)

< (1 Hi 2 V) 4 8000) + 00 (12)
t

< (L+ Hy) (o(V) + 8dopt (U)) +

Kohta (11) seuraa siité, ettd ¢(V)+¢(U) = ¢(X), ja kohta (12) siitd, ettd ¢p(U)/p(X) <

1. Viimeinen epayhtélo saadaan, koska t < w.

Nyt todistus voidaan viedd péadtokseen. Oletetaan aputuloksen 5 viitteen olevan

tosi jonon (a,) = (a1,as,as...) indekseilld £ > 3. Olkoon axy1 = (¢,u). Viitteen
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osoitettiin patevan, jos ¢ = 0. Muussa tapauksessa induktio-oletuksen perusteella
véite pitee arvopareilla (t—1,u) ja (t—1,u—1), joten dskeisen tarkastelun perusteella

se pétee myos tapauksessa (t,u). OJ

Lause 6 Jos joukosta X walitaan k keskusta kiyttien D?*-alustusalgoritmia, saadun
ryvdstyksen kustannusten odotusarvolle pétee E[p(X)] < 8(Ink + 2)popt (X).

Todistus. Kiinnitetddn jokin joukon X optimaalinen k-ryvistys. Valitkoon algorit-
mi ensimmaisen keskuksen tdmén optimaalisen ryvistyksen rypaistd A. Muodos-
tetaan ryvistys R’, joka sisiltdd tdméan yhden keskuksen. Aputuloksen 3 mukaan
E[¢r/ (A)] = 2¢0pt(A). Kun algoritmi valitsee tdmén jélkeen puuttuvat k — 1 keskus-

ta, voidaan aputulosta 5 soveltaa arvoilla U = X \ A jat =u = k — 1. Siten

E[9(X)] < (14 Hy 1) (dr:(4) + 800 (X \ 4)) + (X \ 4)
< (1 + Hk71)<¢7€’ (A> + 8¢Opt<X) - S‘bopt(A)) )

mista seuraa

E[¢(X)] S (1 + kal)(ZQbopt(A) + 8¢opt<X) - 8¢opt(A))
< (T4+1Ink +1)8pop(X)
8(Ink + 2)gope(X) . O

Askeinen tulos D?-alustuksen tuottaman ryvistyksen odotusarvon O(In k)-kilpailu-
kykyisyydestd optimaaliseen ryvistyksen ndhden on vakiotekijda vaille tiukka. Voi-
daan nimittdin konstruoida sdannollinen joukko, jonka optimaalisessa ryvistykses-
sé rypdat ovat hyvin tiiviitd verrattuna rypéiden vilisiin etdisyyksiin. Raja-arvona
saadaan tulos, jonka mukaan D2-ryvistyksen kulujen odotusarvo on ainakin 21nk

kertaa niin suuri kuin optimaalisessa tapauksessa [AV07].

5 Kilpailukykyisyystuloksen tarkastelua

Kilpailukykyisyystulos herdattda vilittomésti lisdtarkastelua ansaitsevia kysymyk-
sid. Kuinka paljon itse asiassa tulos kertoo meille ryvistyksen laadusta? Mikd on

onnistuneen alustuksen merkitys sen jilkeen suoritettavalle Lloydin menetelmélle?
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Kuva 2: Kolme tiheda ryvisté.

On helppoa konstruoida yksinkertaisia kaksiryvistysongelmia, joissa johdettu kus-
tannusten ylaraja on hyvin 16ysi. Toisaalta kaukana toisistaan sijaitsevien tiheiden

rypédiden sommitelmat ovat mielenkiintoisia alustusmenetelmien vertailua ajatellen.

Kuva 2 havainnollistaa tilannetta, jossa tasaisen satunnaisen alustuksen kiyttaminen
johtaa mielivaltaisen korkeaan ryvistyskustannusten odotusarvoon. Oletetaan, etta
kahden eri alkion vilinen etdisyys kunkin joukon U, V tai W sisilld on § ja etta
eri joukkoihin kuuluvien alkioiden vilinen etdisyys on kuvan mukaisesti aina joko
tdsmélleen A tai D. Lisdksi olkoon § < A < D. Jos alustavat kolme keskusta
poimitaan tasaisen satunnaisesti, todennikdoisyys valita tdsmélleen kaksi keskusta
joukosta U on 2/9. Koska oletuksena on A < D, kumpikaan joukon U alustavista
keskuksista ei paase koskaan siirtyméan joukkoon V U W. Antamalla valimatkojen

A ja D kasvaa rajatta, oletusarvoiset ryvistyskustannukset kasvavat myds rajatta.

Vastaavanlaisia tilanteita syntyy helposti, mikili optimaaliset rypdit ovat riittéa-
van tiheitd verrattuna rypaitten vilisiin etdisyyksiin. Vaatimuksena on oikeastaan
vain, ettd tilanne ei ole tdysin symmetrinen. Tamén kirjoittaja generoi testimate-
riaaliksi 10 000 pistettd 100-ulotteisesta hyperkuutiosta, jonka sivun pituus oli 100.
Joukosta {0, 1,...,100}1% arvottiin tasaisen satunnaisesti 100 alkiota, joita kiytet-
tiin 100 arvottavan 100-alkioisen gaussisen joukon odotusarvoina. Kunkin joukon
kovarianssimatriisi oli ykkosmatriisi. Téllaisessa tilanteessa arvottavat pisteet muo-
dostavat hyvin todenndkdisesti 100 kaukana toisistaan sijaitsevaa tihedd ryvisté.
Aineisto ryvéstettiin Lloydin menetelmalld kiyttden 100 kertaa alustusalgoritmina
D?-alustusta ja 100 kertaa tasaisen satunnaista alustusta. Optimaalista ryvistysti
approksimoitiin kiyttamalla ryviskeskuksina niitd Gaussin jakaumien odotusarvoja,
joiden avulla pisteet oli generoitu. Myds pelkiin D2-alustuksen tuottaman ryvistyk-

sen kulut maaritettiin.

Tassé tilanteessa Lloydin menetelmén onnistuminen on tdysin riippuvainen alustuk-
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sen onnistumisesta. Kuvassa 3 ovat vaaka-akselilla lopulliset ryvistyskustannukset
ja pystyakselilla Lloydin menetelmén vakautumiseen tarvittavien silmukka-askelien
lukumiiird eri ryvistyskerroilla. D2-alustusta kiyttivi Lloydin menetelmi 16ysi opti-
maalisen ryvistyksen approksimaatiotuloksen 42 % tapauksista, niita vastaa kuvan
vasemmanpuoleisin risti. Varsin hyvii ryvistyksid tuotti myos pelkin D?-alustuksen
kiyttdminen ilman Lloydin menetelméé (ympyrit suoralla y = 0). Sen sijaan tasai-
sen satunnaisen alustuksen ja Lloydin menetelmén yhdistelmé oli koetilanteessa aina
molempia edelld mainittuja menetelmid merkittavisti huonompi. Taulukossa 1 on

muutamia kokeeseen liittyvia tunnuslukuja.

Askeinen ryvistysongelma oli hyvin selked, koska vilimatkat optimaalisen ryviistyk-
sen rypdiden vililla olivat suuret verrattuna etdisyyksiin kunkin rypéain sisalla. Ta-
saisen satunnainen alustus valitsi kuitenkin suurella todennakéisyydelld useita alus-
tavia keskuksia saman tihedn rypéén sisiltd, ja tilanteen epdsymmetrisyyden vuoksi
Lloydin menetelmé ei pystynyt enéé siirtdméan kaikkia keskuksia omiin rypéisiin-
sid. Arhur et al. ovat my0s suorittaneet suppean joukon empiirisid testeja, joiden

tulokset ovat samansuuntaisia kuin tissé esitetty [AVOT].

6 Lopuksi

Lloydin menetelmén ongelmiin kuuluu sen herkkyys kidytetylle alustukselle eli en-
simmaisten keskusten valinnalle. Kirjoituksessa esiteltiin yksinkertainen alustusalgo-
ritmi, joka takaa ryvéstyskustannusten odotusarvolle O(In k)-yldrajan optimaalisiin
kustannuksiin ndhden. Empiirisessd kokeessa ndhtiin tasaisen satunnaisen alustuk-
sen johtavan suuriin ryvistyskustannuksiin tilanteessa, jossa tiheit ja sdinnolliset
gaussiset rypiit olivat selkefisti erilliifin toisistaan. D2-alustus tuotti tiissi tilantees-

sa selkedsti parempia tuloksia.

Kiinnostuneen lukijan on helppoa 16ytda runsaasti Lloydin menetelméén liittyvid ar-
tikkeleita. Oppikirjoista mainittakoon Bishopin ja Alpaydinin teokset |Bis06| [Alp04],
joissa molemmissa késitellidn muun muassa menetelmén yhteyksid Gaussin miks-
tuurimalleihin ja odotusarvon maksimointialgoritmiin (EM-algoritmi). Euklidiseen
ryvistysongelmaan on kehitetty lukuisia approksimaatioalgoritmeja, joiden kaytan-
noéllinen merkitys on hyvin vahédinen. Ostrovsky et al. esittelevit kuitenkin algorit-

min, joka nivoutuu kiinnostavalla tavalla D2-alustusalgoritmiin [ORSS06].
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Kuva 3: Ryvéastyskustannukset testitapauksessa. Vaaka-akselilla ovat ryvéstyskus-

tannukset ja pystyakselilla Lloydin menetelmin vakautumiseen vaadittavien toisto-

jen miird. Kun ryvistys muodostetaan suoraan D?-alustuksen tuottamien keskusten

perusteella, Lloydin menetelmii ei ajeta ollenkaan (ympyrat suoralla y = 0).

D? ja Lloyd | D? | Tasainen ja Lloyd
minimi 1,00 1,97 125
keskiarvo 5,07 10,3 183
maksimi 15,2 30,4 242
keskihajonta 3,89 7,96 24,7

Taulukko 1: Ryvistyskustannukset testitapauksessa. Optimaalisen ryvistyksen ap-

proksimaation tuottamiksi kuluiksi on tissi asetettu 1. D? ja Lloyd tarkoittaa D?-

alustuksen ja Lloydin menetelmén yhdistelméd, ja Tasainen ja Lloyd tasaisen satun-

naisen alustuksen ja Lloydin menetelmiin yhdistelmas. Pelkkd D? viittaa ryvistyskus-

tannuksiin, kun ryviskeskuksina kiytetiin suoraan D?-alustuksen tuottamia keskuk-

sia.
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