Alkion poisto

e aluksi uusi solmu poistetaan samoin kuin lisdys tehtéisiin nor-

maaliin binddrihakupuuhun

e tdmain jilkeen kutsutaan apurutiinia rb-delete-fixup joka kor-

jaa mahdollisen punamustaehdon rikkoutumisen

delete(T, z)

1
2

© 00 ~J O Ot = W
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if left[z] = nil|[T] or right|z] = nil|T]
if left[z] # nil[T] then x «left|z] else x <right|z]
W <p|7]
if w = nil[T] then root|T]| = x
else if z = left[w]
then left[w] <—x
else right|w]| +—x
p[x| <w
if color[z] = BLACK then rb-delete-fixup(T x)
return z
y <—succ(z)
x <—right|y]
W <ply]
if y = left|w]
then left[w]| <—x
else right[w]| <—x
p[x| <w
key|z] «keyly]
if color[y| = BLACK then rb-delete-fixup(T x)
return y
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e poisto-operaatiossa on muutama ero aiemmin (sivulla 61) esi-
tettyyn normaalista hakupuusta tehtédvaan poistoon

e tapaukset misséd poistettavalla on nolla tai yksi lapsi on nyt
sulautettu yhteen, riveille 1-10

e NIL esiintymét korvattu nil[T]:1la

e jos poistettava solmu on musta, kutsutaan lopussa korjausa-
purutiinia poistettavan lapselle x

e huom: vaikka poistettavan solmun lapsi x olisi NIL, asete-
taan lapsen x parent-kentdksi joka tapauksessa poistettavan
solmun vanhempi w:

\ = delete(z)

|

S \ |
A
am— L ——

e niin korjausoperaatio yksinkertaistuu hieman, ja tdmé& on-

kin perimméinen syy sille miksi kdytdmme eksplisiittistd NIL
solmua punamustan puun toteutuksessa
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e korjausapurutiini

rb-delete-fixup(T, x)
1 while x # root|T] and color[x] = BLACK do
2 if x = left|p[x]|] then

3 w <right[p[x]]
4 if color[w| = RED then
5 color|w] «+~BLACK >tapaus 1
6 color|p[x]] +-RED >tapaus 1
7 left-rotate(T,p[x]) >tapaus 1
8 w <—right[p[x]] >tapaus 1
9 if color[left[w]] = BLACK and
color|right|w]|= BLACK then
10 color|w] <~ READ >tapaus 2
11 X <plx] >tapaus 2
12 else if color|right|w||= BLACK then
13 color[left[w]|] +~BLACK >tapaus 3
14 color[w] «+~RED >tapaus 3
15 right-rotate(T,w) >tapaus 3
16 w <—right[p[x]] >tapaus 3
17 color[w]| <—color[p|[x]] >tapaus 4
18 color|p[x]|] +-BLACK >tapaus 4
19 color|right[w]| «+~BLACK  >tapaus 4
20 left-rotate(T,p[x]) >tapaus 4
21 X <—root|T] >tapaus 4

22-41 else >tapaukset missd x=right|p[x]| sivulla 93
42 color[x] «+~BLACK
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e apurutiinin koodi ndyttdd jopa monimutkaisemmalta kuin in-
sertin yhteydessa suoritetun apurutiinin koodi, kidydaan ru-
tiini 1api kohta kohdalta

e jos poistettava solmu on punainen, ei mikddn punamustaeh-
doista rikkoudu, joten rutiinia ei siind tapauksessa kutsuta

e jos poistettava on musta syntyy ongelmia:

plZ]

X

e koska yksi musta poistuu, niin poistetun solmun esi-isien osal-
ta punamustaehto b jokainen polku tietystd solmusta sen leh-
tiun sisaltad saman mddrdn mustia solmuja ei ole endd voi-
massa

e punamustaehdon 5 rikkoontuminen voidaan paikata sopimal-
la ettd poistettavan lapsi x sisédltdd ylimadrdisen mustan

e sovitaan siis ettd poistettavan lapsi z on
— puna-musta (kuvan vasemman puolen tapaus), tai
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— tupla-musta (kuvan oikean puolen tapaus)

e niin punamustaehto 5 on kunnossa, mutta ehto 1 jokainen
solmu on joko punainen tai musta rikkoontuu!

e korjausapurutiinissa x osoittaa solmuun milld on ylim&&rai-
nen musta

— jos x on puna-musta solmu (color[x] = RED), vérjitéan z
mustaksi ja ongelma korjattu (kuvan vasen tapaus)

— jos = on juuri, voidaan ylimaardinen musta poistaa

— jos x osoittaa tuplamustaan (kuvan oikea tapaus) men-
nadan while-lauseeseen suorittamaan joitain kiertoja ja uu-
delleenvarjayksia kunnes ongelma korjaantuu

e while-lause koostuu kahdeksasta tapauksesta joista 1-4 ovat
symmetrisid tapauksille 5-8, erottavana tekijand se onko x
vasen vaiko oikea lapsi

e w osoittaa aina ongelmasolmun z veljeen, w ei voi olla nil|T]
silld muuten x:n vanhemman punamustaehto 5 ei toteutuisi

e tapausten 1-8 transformaatioiden idea on pitdd mustien sol-
mujen lukumaéra polulla juuresta alipuiden «, 3, . . . vakiona,
eli punamustaominaisuus 5 pidetdan koko ajan voimassa

e tarkastellaan ensin tapauksia 1-4

e tapaus 1 on voimassa kun sisar w on punainen, tapauksissa
2-4 w on musta ja tapaukset eroavat toisistaan w:n lasten
varityksen perusteella
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e tapaus 1: sisar punainen

— w:n lasten taytyy olla mustia, joten varjatdan w mustaksi
ja x:n isé eli plz] punaiseksi
— suoritetaan vasen kierto solmun p[z] suhteen

— punamusta-ominaisuudet sailyvét, ja uusi sisarsolmu on
musta, joten tapaus 1 muuttuu joksikin tapauksista 2-4

A
"o

e tapaus 2: sisaren molemmat lapset ovat mustia

a [t} X 1)

— otamme yhden mustan pois seké x:sté ettd w:sté ja lisiam-
me yhden mustan isdsolmuun

— néin sisaresta tulee punainen, x:std musta ja isdsolmusta
uusi ylimaardisen mustan omaava solmu, iteraatio jatkuu
while-lauseen alusta

— huom: isésolmu (kuvassa harmaa) voi olla joko musta tai
punainen, merkitdin sen varia c:lla

0 € 0] X
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e tapaus 3: sisaren vasen lapsi punainen ja oikea lapsi musta

— vaihdetaan sisaren ja sen vasemman lapsen vareja,
— kierretdan sisaren suhteen oikealle

— nain tapaus 3 on muutettu tapaukseksi 4

AN TRAR

e tapaus 4: sisaren otkea lapsi punainen

— tekemalld muutamia varien vaihtoja ja vasen kierto isésol-
mun suhteen saadaan yliméardinen musta poistettua rik-
komatta punamustaehtoja

— asetetaan x = root|T] joten while-silmukkaa ei en#é tois-
teta

X d € ) a 3 X 5
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e esimerkki: poistetaan musta mutta while-toistoa ei tarvita

89



e esimerkki 2: sivun 85 kuvan oikea tapaus

ces e

tapaus 2

|

p2]

w

e tapaus 2 toistuu kahdesti, tdméan jédlkeen x osoittaa juurta
yliméédrdinen musta voidaan poistaa



e esimerkki 3: poisto aiheuttaa kaikkien neljan korjaustoimen-
piteen suorittamisen

¢ delete(2)
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tapaus 1 ¢

¢ tapaus 3
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e clse-haaran koodi

rb-delete-fixup(T, x)

1 while x # root|T] and color[x] = BLACK do

2-21 if x = left[p[x]] then >sivulla 84

22 else
23 w +left|p|[x]]
24 if color[w| = RED then
25 color[w| +~BLACK >tapaus b
26 color|p[x]] «+~RED >tapaus 5
27 right-rotate(T,p[x]) >tapaus 5
28 w <left[p[x]] >tapaus 5
29 if color|left|w]|] = BLACK and
color[right|w]|= BLACK then
30 color|w] <~ READ >tapaus 6
31 X <plx] >tapaus 6
32 else if color|left[w]|]= BLACK then
33 color|right|w]|| «+~BLACKr>tapaus 7
34 color|w] <~RED >tapaus 7
35 left-rotate(T,w) >tapaus 7
36 w <left[p[x]] >tapaus 7
37 color|w| <—color[p|[x]]| >tapaus 8
38 color|p[x]] +-BLACK >tapaus 8
39 color|left|w]] «+~BLACK >tapaus 8
40 right-rotate(T,p[x]) >tapaus 8
41 x <—root|T] >tapaus 8

42 color[x] «+~BLACK
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e tapaus d: sisar punainen

— w on punainen, eli w:n lasten taytyy olla mustia
— varjatdan w mustaksi ja z:n isd p[x] punaiseksi
— suoritetaan oikea kierto solmun p[z| suhteen

— punamusta-ominaisuudet siilyvét, ja uusi sisarsolmu on
musta, joten tapaus 1 muuttuu joksikin tapauksista 6-8

A 0%

new w
— otamme yhden mustan pois sekd x:std ettd w:sta ja lisddm-

X )

e tapaus 6: sisaren molemmat lapset ovat mustia

me yhden mustan isdsolmuun

— néin sisaresta tulee punainen, x:std musta ja isdsolmusta
uusi yliméaaraisen mustan omaava solmu, iteraatio jatkuu
while-lauseen alusta
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e tapaus 7: sisaren vasen lapsi musta ja otkea lapsi punainen

— vaihdetaan sisaren ja sen oikean lapsen véireja

— kierretdaan sisaren suhteen vasemmalle

— néin tapaus 3 on muutettu tapaukseksi 4

e tapaus 8: sisaren otkea lapst punainen

— tekemadlld muutamia véarien vaihtoja ja oikea kierto isésol-
mun suhteen saadaan ylimaardinen musta poistettua rik-
komatta punamustaehtoja

— asetetaan x = root|T] joten while-silmukkaa ei en#é tois-
teta

new x = root[T] X 0 € [0
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e tapauksissa 1, 3, 4, 5 ja 8 suoritetaan ainoastaan vakiom&aara
kiertoja sekd uudelleen varityksia

e while-silmukka toistuu vain tapauksien 2 ja 6 kohdalla, tall6in
seuraavalla kerralla aloitetaan ldhempéané juurta

e rb-delete-fixup operaation aikavaativuus siis pahimmassa ta-
pauksessa on sama kuin puun korkeus, eli O(log n), tilaa ope-
raatio ei vie kuin vakiomé&aran

e korjausoperaatio ei siis huononna poisto-operaation vaativuut-
ta, eli delete-operaation aikavaativuus punamustassa puussa
on O(log n) ja tilavaativuus O(1)

e sivun 22 joukko-tietotyypin kaikki operaatiot voidaan siis pu-
namustassa puussa suorittaa ajassa O(log n) ja tilassa O(1),
missd n on joukkoon talletettujen alkioiden lukumaééara
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3.3 Monta indeksia samaan dataan

e Olemme késitelleet yksinkertaistettua tilannetta missd puun
solmuihin ei ole talletettu muuta kuin avaimen arvo

e jos organisoitavaa dataa on paljon, paras ratkaisu on tallettaa
puusolmuihin avaimen lisdksi viite muut datakentéit sisélta-
vadn muistialueeseen

e cli puusolmu muodostuu télloin kentista:

key talletettu avain

data viite avaimeen liittyvaan tietoon
left viite vasempaan lapseen

right viite oikeaan lapseen

P viite vanhempaan

e niin puu toimii ndeksi-rakenteena minka avulla talletettuun
tietoon on mahdollista tehda nopeita hakuja avaimen perus-
teella

e opiskelijarekisteri jossa indeksirakenne opiskelijanumeron suh-
teen:

0101 1111 2358 4356 6783 8991
paakki erkid wikla alanko nurmi karvi
tira 1- rio2— tili 1+ rio 2 tira3 kj 3
oII([jJe33 tira 1- java3 ki 2 olpe 2 rio2—
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e nyt siis opiskelijan tietojen haku opiskelijanumeron perusteel-
la on nopeaa

e entd jos haluamme nopeat haut my6s nimen perusteella?

e lisdtddn samalle datalle toinen indeksirakenne joka mahdol-
listaa nopeat haut nimeen perustuen

indeksi 1 indeksi 2

i)

0101 2358

paakki wikla
tira 1- tili 1+
olpe 3 java 3

e jos talletettavaa tietoa on paljon voi se olla talletettuna myos
massamuistiin
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3.4 Yleisen puun talletus ja lapikaynti

e kuten jo puu-luvun alussa mainittiin, on puille monenlaista
kayttoa tietojenkasittelyssa

e civitkd kaikki puut suinkaan ole bindaripuita
e miten siis voimme tallettaa yleisen puun

e jos tieddmme mika on solmun maksimi haarautumisaste, voim-
me tallettaa solmuun viitteet kaikkiin mahdollisiin lapsiin

e cli puusolmu muodostuu télloin kentista:

key talletettu avain

cl viite 1. lapseen

c2 viite 2. lapseen

ck viite k:nteen lapseen
P viite vanhempaan

® esim
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e puu talletettuna kéyttden puusolmuja joissa haarautumisaste
on o

e huomaamme ettd rakenne tuhlaa paljon muistia tarpeetto-
miin linkkikenttiin

e toisaalta voi kiyda my0s niin ettd johonkin solmuun tulisikin
enemman lapsia kuin 5

e parempi ratkaisu yleisen puun tallettamiseen onkin seuraava

e puusolmun kentét

key talletettu avain
last bitti jonka arvo on true jos
kyseessa on sisaruksista viimeinen
child viite 1. lapseen
next viite seuraavaan sisarukseen (jos last=false), tai

vanhempaan (jos last=true)
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e esimerkkipuumme talletettaisiin seuraavasti:

a
true
/ ——
b c d
fase false true
| ]

AN

e muistia ei tuhlaudu turhiin linkkikenttiin ja toisaalta puun
haarautumisaste ei ole rajoitettu

e puussa liikkuminen:

— solmusta x padstdan vanhempaan kulkemalla next-linkkeja
kunnes on ohitettu sisarus jolla last=true

parent(x)
y <—next|x]
while last[x|=false do
X Yy
y <—next|y]
return y

— seuraavan operaation avulla saadaan lueteltua solmun x
lapset
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nextchild(x,y)
if y=NIL then return child[x]
else return next|y]

— viite ensimmaéiseen x:n lapseen saadaan kutsumalla nextc-
hild(x,NIL)

— viite x:n lasta y seuraavaan lapseen saadaan kutsumalla
nextchild(x,y)

— jos seuraavaa lasta ei ole, palauttaa operaatio NIL

e bindarihakupuun yhteydessa saimme tulostettua puun solmut
suuruusjarjestyksessa kaymalld puun lapi sisdjdarjestyksessd,
eli ensin vasen lapsi, sitten solmu itse ja lopulta oikea lapsi

e yleisten puiden kohdalla mielekkiat lapikdyntitavat ovat esi-
jarjestys ja jdalkijdarjestys

e csijarjestyksessd kasittelemme ensin solmun ja tdmén jalkeen
lapset

e esimerkkipuumme solmut esijarjestyksessa lueteltuna: a, b, e, f, c,d
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e algoritmina

preorder-tree-walk(x)
print key|[x]
y <—nextchild(x,NIL)
while (y # NIL )
preorder-tree-walk(y)
y <—nextchild(x,y)

e kutsu preorder-tree-walk(root[T]) tulostaa nyt puun siséllon
esijirjestyksessd, huom operaatio ei toimi tyhjélle puulle!

o jdalkijarjestyksessd kisittelemme ensin lapset ja tdmén jalkeen
solmun itsensé

e esimerkkipuumme solmut jalkijarjestyksessa lueteltuna: e, f,b,c, d, a

e algoritmina

postorder-tree-walk(x)
y <—nextchild(x,NIL)
while (y # NIL )
postorder-tree-walk(y)
y <—nextchild(x,y)
print key[x]

e toki muitakin tapoja puun lapikaynnille on, esim. leveyssuun-
tatnen lapikdynt: missd puun alkiot kiydadn lapi taso kerral-
laan, alkaen juuresta,

esimerkkipuumme solmut leveyssuuntaisesti lueteltuna: a, b, c, d, e, f
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