3. Hakupuut

e Hakupuu on listaa huomattavasti edistyneempi tapa toteut-
taa abstrakti tietotyyppi joukko

e puurakenteelle on tietojenkasittelyssd myos muutakin kayt-
t0d, esim. algoritmin suoritusajan analysoinnissa, ohjelman
laskennan etenemisen kuvailussa ym.

e ennen kuin menemme hakupuihin, tutustutaan yleiseen pui-
hin liittyvaan kasitteistoon
e Puu on kokoelma solmuja ja niitd yhdistdvid kaaria, siten
etta:
— kokoelma on tyhja, tai

— yksi solmuista r, on juur: johon kaaret liittdvat nolla tai
useampia alipuita Th, ... Ty, jotka itsekin ovat puita

— Puiden T3, ..., Ty juuret ovat r:n lapsia ja r on lastensa
vanhemprt

— jokaisella solmulla paitsi juurella on tasan yksi vanhempi,
tdsta seuraa ettd n solmuisessa puussa on tdsmélleen n—1
kaarta
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— solmu jolla ei ole lapsia on leht:

— solmut joilla on yhteinen vanhempi, ovat sisaruksia

— 1sovanhempsi, lapsenlapsi, setd ja serkku madrdytyvit luon-
nollisella tavalla

® esim:

— puun juuri a, jolla lapset b, c ja h

— puun lehtid ovat solmut d, g, f ja h

—d, e ja f ovat a:n lapsenlapsia, ja a on d, e ja f isovanhempi

— d ja e ovat sisaruksia joiden serkku on f

—bon fn setd

e lisdd maaritelmia:

— polku solmusta x1 solmuun x; on jono solmuja x1, s, . . ., Tg
siten ettd x; on x;,1:n vanhempi kun 1 <12 < k—1, polun
pituus on sen sdrmien lukumaara
esim: a, b, e, g on polku solmusta a solmuun g jonka pituus
on 3

huom: erikoistapaus, jokaisesta solmusta on nollan pitui-
nen polku itseensa!
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— jos on olemassa polku solmusta x; solmuun zs, sanotaan
ettd x1 on o, edeltdjd ja xo on xq1:n jalkeldinen
jos x1 # x9 ovat edeltdjyys ja jalkeldisyys aitoja
esim. a, b ja e ovat solmun e edeltdjat, joista a ja b ovat
aitoja edeltdjia
solmun e seuraajia ovat e ja g, joista jalkimmaéinen on aito
seuraaja

— solmun z taso (engl. depth) on polun pituus juuresta x:4én,
juuren taso on 0
joissain lahteissa tasosta kiytetddn termid syvyys

— solmun z korkeus on pisimmén x:stéd lehteen vievan polun
pituus

puun korkeus on sen juuren korkeus

e esim: kuvassa solmujen tasot sekd solmun a ja b korkeus

korkeus 3

korkeus 2

48



Binaaripuu

e jos puun solmuilla on korkeintaan kaksi lasta, on kyseessa
binddripuu
— bindaripuun alipuiden juuria kutsutaan vasemmaks: ja o1-
keaksilapseksi, solmun x vasempaan lapseen viitataan left[x]
ja oikeaan right|x]
— solmusta left[x] alkavaa puuta kutsutaan solmun x vasem-

maksi alipuuksi ja solmusta right|x| alkavaa x:n oikeaksi
alipuuksi

— ed. kalvolla oleva puu on binddripuu, esim solmun b vasen
lapsi on d ja oikea lapsi e, eli left|b] = d ja right[b] = e

e Lause 1:

Olkoon T bindaripuu jonka korkeus on k. Té&ll6in

(1) puun tasolla ¢ on enintéén 2' solmua, 7 > 0

2k+1

(2) puussa T on enint&én — 1 solmua

todistus
Viite 1:

Induktiolla tason korkeuden suhteen suhteen. Tasolla
0 vain juurisolmu, ja 2° = 1 joten kaava voimassa
tasolla 1.

Oletetaan ettd viite pétee tasolla n — 1 ja osoitetaan
ettd se patee myos tasolla n. Tasolla n — 1 siis enin-
tadn 2"~! solmua. Jokaisella niistd enintddn kaksi
lasta, siis tason n lapsimddrd on enintddn 2 x 27! =
2". Kaava siis voimassa myos tasolla n.

49



todistus jatkuu . . .
Viite 2:
binddripuun solmujen lukumé&ard on summa eri ta-

son solmujen lukumarasté, eli edellisen kohdan pe-
k .

rusteella enintddn » 2° = =5— =
i=0

kiytimme geometrisen sarjan summakaavaa.

— 1, missa

______________________________________ ~ solmuja <1=2"

--------------- > solmuja < 2=2*

__________________________ N

------------- > solmuja < 4=22

........ -~ Solmuja < 8= 23

yht< 3 2" = 2k

TM~

e muutama termi

— bindaripuu on aito jos jokaisella solmulla joko 0 tai 2 lasta
— bindaripuu on tdys: jos sen jokainen lehti on samalla tasolla

— jos bindaripuu on aito ja taysi, sanotaan etti se on tiydel-
linen
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® esim:

\

\G Q\O O/ O

T1 T2 T3

— T'1 on aito muttei taysi,
— T2 on taysi muttei aito

— T3 on aito ja taysi, eli tdydellinen

e lausetta 1 soveltamalla helppo huomata ettd k:n korkuisella
taydelliselld bindaripuulla on tismélleen 2% lasta ja 21 — 1
solmua

e toisaalta bindéripuussa jonka korkeus on k voi olla vahimmil-

ldan k£ + 1 solmua:
O\O korkeus=5

solmuja=6
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e lausutaan seuraavassa vield tdsmaéllisesti mikd on puun kor-
keus suhteessa solmujen lukumaéraan

e Lause 2:

Olkoon T bind&ripuu jonka solmujen lukumééra on n. Téalloin

(1) puun korkeus on enintéédn n — 1
(2) puun korkeus on véhintaan Q(log n)

todistus
Viite 1:
jos jokaisella ei-lapsisolmulla on ainoastaan yksi lap-
si, on puu kuin lista ja korkeus silloin suurin mahdol-
linen elin — 1
Viite 2:

taydellisen bindaripuun tapauksessa puun korkeus on
pienimmillaén, talléin lauseen 1 nojalla n = 21 —1.
eli n +1 = 2%*! otetaan kaksikantainen logaritmi
molemmilta puolilta logs (n +1) = k+ 1eli k =

logs (n+1) —1=Q(logan)

e huom: koska kyse puun korkeuden alarajasta, kiytimme asymp-
toottisen alarajan merkintdd €2 merkinnan O sijasta
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2.1 Binaarihakupuut

e toteutetaan sivun 22 abstrakti tietotyyppi joukko siten ettd
joukossa olevat alkiot talletetaan bind&dripuun solmuihin

e rajoitumme jilleen yksinkertaistettuun tapaukseen missa tal-
letettavat tietoalkiot siséltavét ainoastaan avaimen

e puu rakentuu puusolmu-tietueista, joilla seuraavat kentat:

key talletettu tietoalkio

left viite vasempaan lapseen
right viite oikeaan lapseen

P viite vanhempaan

e puulla 7" attribuutti root|T] joka osoittaa juurisolmuun

e jos solmulla z ei ole vasenta lasta, left|x] = NIL, vastaavasti
oikealle lapselle

e puun juurisolmulla parent-kentén arvo NIL

e puun solmuille on voimassa bindadrthakupuuehto: jos x on ha-
kupuun solmu niin

— x:n mille tahansa vasemman alipuun solmulle y: key[y] <
keylz]

— solmun z:n mille tahansa oikean alipuun solmulle z: key|z| <
keylz]
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e esim: hakupuu missé alkiot 2, 3, 4, 5 .7 ja 8

—
5
-
3 \ 7
R /\
l \
| ) |
2 4 8
/‘\ /‘\ /‘\
/\ /\ / o\

e yleensi piirrimme puut ilman linkkikenttien eksplisiittista si-
saltoa

oikealla samat alkiot siséltévd erimuotoinen bindarihakupuu
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e puun 1’ alkiot voidaan tulostaa suuruusjarjestyksessa kutsu-
malla seuraavaksi esitettdvad rekursiivista algoritmia para-
metrilla root|T]

inorder-tree-walk(x)
if x # NIL then
inorder-tree-walk(left|x])
print key[x]
inorder-tree-walk(right|x])

e algoritmin toiminnan eteneminen syttteend kuvan vasen puu

inorder-tree-walk(5)
inorder-tree-walk(3)

inorder-tree-walk(2)
inorder-tree-walk (NIL)

print(2) 2
inorder-tree-walk (NIL)
print(3) 3

inorder-tree-walk(4)
inorder-tree-walk(NIL)

print(4) 4
inorder-tree-walk (NIL)
print(5) 5

inorder-tree-walk(7)
inorder-tree-walk(NIL)
print(7) 7
inorder-tree-walk(8)
inorder-tree-walk (NIL)
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print(8) 8
inorder-tree-walk (NIL)

edelld esim. kutsu inorder-tree-walk(5) tarkoittaa ettd prose-
duuria kutsutaan wiitteenddn solmu joka siséltdd avaimenaan
numeron o

e algoritmi kiy puun lapi sisdjarjestyksessd
— tultaessa solmuun z ensin késitelldén vasen lapsi left|x]

sitten itse solmu z ja tdmén jdlkeen oikea lapsi right[x]

— vasenta lasta left|x| kisitellesséd tulostetaan kaikki siitd al-
kavan alipuun alkiot ja bindarihakupuuehdon perusteella
néiden arvo on korkeintaan sama kuin key|[x|:n arvo

— oikeaa lasta right[x| késitellessa tulostetaan kaikki siita al-
kavan alipuun alkiot ja bindarihakupuuehdon perusteella
nédiden arvo on vahintdén yhta suuri kuin key|[x|:n arvo

— arvo key[x] tulostetaan siis oikeassa kohdassa
— samanlaisen padttelyn perusteella jokainen alkio tuloste-

taan oikeassa kohdassa

e jos puussa on n solmua, algoritmin aikavaativuus on O(n) sil-
13 jokaisessa solmussa kiydadn tasan kolme kertaa, tultaessa
vanhemmasta rekursiokutsulla sekd palattaessa vasemman ja
oikean alipuun rekursiosta

e algoritmin tilavaativuus

— algoritmin edetessd rekursiopinoon on talletuttuna reitti
juurisolmusta tarkasteltavaan solmuun
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— algoritmin suoritusaikana rekursiopinossa on siis tietoa "pii-
lossa"

— rekursiopinon koko on pahimmillaan sama kuin puun kor-
keus h, eli algoritmin tilavaativuus on O(h)

— Lauseen 2 perusteella puun korkeus pahimmassa tapauk-
sessa n — 1, missd n solmujen lukumééra, eli

— tilavaativuus on siis pahimmassa tapauksessa O(n)

joukko-operaatioiden toteuttaminen

e avaimen k etsiminen puusta tapahtuu kutsumalla rekursiivis-
ta operaatiota search(root|T] k)

search(x, k)
if x = NIL or key[x] = k
then return x
if k < key[x]
then return search(left[x] k)
else return search(right[x] k)

e etsinti siis etenee juuresta alaspéin, pahimmassa tapauksessa
puun korkeuden verran eli aikavaativuus O(h) missd h puun
korkeus

Lauseen 2 perusteella puun korkeus pahimmassa tapauksessa
n — 1, missd n solmujen lukumaéaré, eli

searchin pahin tapaus vie ajan O(n)

e rekursiopinon korkeus pahimmillaan sama kuin puun korkeus,
eli myos tilavaativuus O(n)

57



® esim:

search(root|T],13) etenee polkua 15 — 6 — 7 — 13
search(root[T], 10) etenee 15 -6 — 7 — 13 -+ 9 — NIL

e avaimen etsiminen on helppo toteuttaa myés ilman rekursiota

search(x, k)
while x # NIL and key[x| # k do
if k < key[x]
then x <« left[x]
else x <right|x]
return x

e aikavaativuus on edelleen O(n) mutta koska rekursiopinosta
on pédsty eroon, tilavaativuus onkin O(1)
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e binddrihakupuuehdosta seuraa suoraan ettd kulkemalla mah-
dollisimman paljon vasemmalle, pdddymme pienimpéaéan puus-
sa olevaan alkioon

seuraavassa operaatio mikd palauttaa viitteen solmun x ali-
puun pienimpéaédn alkioon

min(x)
while left[x] # NIL do
x +left[x]
return x

e vastaavasti, maksimialkio 16ytyy menemaélla oikealle niin kau-
an kuin mahdollista:

max(X)
while right[x| # NIL do
x <right[x]
return x

e kuten ei-rekursiivisella search:illa, sekd min ettd max -operaatioiden
pahimman tapauksen aikavaativuus on O(h) ja tilavaativuus

o)

e kalvon 58 esimerkissd minimin haku etenee polkua 15 — 6 —
3 — 2 ja maksimin polkua 15 — 18 — 20
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e operaation succ toteutus:

succ(x)

if right[x] # NIL
then return min(right|x])

y <plx]

while y # NIL and x = right|y| do
X <Yy
y <plx]

return y

e algoritmin toiminta jakautuu kahteen eri tapaukseen

— jos solmun z oikea alipuu on epédtyhjé, on solmun seuraaja
oikean alipuun pienin alkio
esim. kalvon 58 kuvassa solmun 15 seuraaja on oikean ali-
puun minimi, eli solmu 17

— jos oikea alipuu on tyhjé, solmun x seuraaja on esi-isd joka
16ytyy siten ettd palaan puussa kohti juurta niin kauan
kunnes tehdaén yksi paluuaskel "ylaviistoon oikealle"
esim. kalvon 58 kuvassa solmun 13 seuraaja on 15 mika
16ytyy palaamalla kolme askelta ylospdin 13 — 7 — 6 —
15 ja askeleista viimeinen siis on "ylaviistoon oikealle"
esim. solmun 17 seuraaja on 18 koska heti ensimmaéiinen
askel juureen péin on ylaoikealle

e succ-operaation pahin tapaus vie aikaa O(h), voidaan joutua
menemadn juuresta aina koko puun korkeuden verran alas tai
palata lehdestd aina juureen asti, tilavaativuus on O(1)

e operaatio pred on symmetrinen succ-operaation kanssa, ja eli
vaatii pahimmassa tapauksessa ajan O(h) ja tilan O(1)
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e alkion lisddminen binddrihakupuuhun kiy melko helposti

insert(T, k)
7 <—new puusolmu
key|z] +k
left[2] «NIL
right|z] «NIL
X <—root|T]
y «NIL
while x # NIL do
y <X
if k < key[x]
then x <« left[x]
then x <right[x]
plz] <y
if y— NIL
then root|T] <=z
else if k < keyl|y]
then left|y| <z
else right|y| <z

© 00 ~J O Ot = W b +—

e e T e T e e N e T e T
3 O O i~ W N~ O

e toimintaperiaate

— rivien 7-11 while-toistolause etsii uudelle alkiolle paikan

— toistolauseen jdlkeen y osoittaa alkioon jonka lapseksi uusi
alkio lisdtdén

—rivi 13 huomioi erikoistilanteen missa lisattava alkio on
puun ensimmaéinen

— riveilld 15-17 uusi alkio laitetaan y:n joko vasemmaksi tai
oikeaksi alkioksi
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e puu mihin lisdtty avain 13, polku juuresta solmuun jonka lap-
seksi uusi solmu lisdtddn on tummennettu

e kuten muillakin tdhén asti kohtaamillamme operaatioilla, on
lisdyksenkin aikavaativuus O(h) silla pahimmassa tapaukses-
sa lisdys tehdddn alimmalla tasolla olevan solmun lapseksi

e tilavaativuus on O(1), silli rekursio ei ole kéytossa
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e poisto on puu-operaatioista monimutkaisin, argumenttina ope-
raatiolla on viite poistettavaan solmuun z

delete(T, z)

1 if left[z] = NIL and right|z] = NIL

2 W <Dz

3 if w = NIL then root|T]| = NIL
4 else if z = left[w]

5 then left[w] <~ NIL
6 else right[w]| «NIL
7 return z

8 if left[z] = NIL or right[z] = NIL

9 if left|z] # NIL then x <left|z] else x «right|z]|
10 W <p|z]

11 if w = NIL then root|T]| = x

12 else if z = left|w]

13 then left|w| <—x
14 else right|w] +—x
15 p[x| <+w
16 return z

17 y <—succ(z)

18 x <right|y]

19 w <ply]

20 if y = left|w]

21 then left[w]| <=x
22 else right[w| <—x
23 plx| «w

24 key|z] +keyly|

25 return y
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e algoritmilla kolme erillistd tapausta
e tapaus 1: poistettavalla ei lapsia, rivit 1-7

— poistetaan solmu z

— huomioidaan rivilla 7 erikoistapaus missa poistettava on

juuri

e tapaus 2: poistettavalla yksi lapsi, rivit 8-16

— korvataan poistettava z ainoalla lapsellaan x

— huomioidaan rivilla 11 erikoistapaus missé poistettava on
juuri
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e tapaus 3: poistettavalla kakst lasta, rivit 17-25

— vaihdetaan poistettava solmun z avain sisdjarjestyksessa
seuraavan solmun y avaimeen

— solmu y mistd korvaava avain 16ytyi, poistetaan korvaa-

malla se lapsellaan z

e lopuksi palautetaan viite puusta poistettuun solmuun, néin
sen varaama muistitila voidaan tarvittaessa vapauttaa

e poiston aikavaativuus selvésti O(h), kuljetaan yksi polku juu-
resta mahdollisesti lehtisolmuun ja kussakin solmussa suori-
tetaan vakiomédra operaatioita, tilavaativuus O(1)

e Huom: operaatio delete(T,z) siis poistaa puusta solmun z si-
sallon, tapauksessa 3 solmun z muistialue jaa viela kayttoon
sisaltden kuitenkin toisen avaimen

e Cormenissa poisto on esitetty hieman eri tavalla, koodissa eri
tapaukset ovat lomittuneet toisiinsa, koodi on Iyhempi mutta
vaikeampi ymmaértaa
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e jokaisen operaatioista search, insert, delete, max, min, succ ja
pred pahimman tapauksen aikavaativuus oli siis O(h), missé
h on puun korkeus

e kaikki operaatiot pystyttiin tekemé&éan siten etta tilavaativuus
on vain O(1)

e Lauseen 2 perusteella n solmuisen puun korkeus h vaihtelee
valilld logs (n+1)—1<h<n-—1

e eli jos puu on tasapainoinen on operaatioiden aikavaativuus
O(log n) ja puu on oleellisesti listaa parempi joukon toteu-
tuksessa

e kun taas hyvin epétasapainoisessa puussa operaatioiden vaa-
tivuus on O(n) ja puu on siis jopa listaa huonompi tapa ab-
straktin tietotyypin joukko toteuttamiseen

e huono puu syntyy esim. lisddmaélld puuhun solmut 1,...,n
suuruusjérjestyksessé: insert(1), insert(2), ..., insert(n) tai
kédnteisessé jarjestyksessd insert(n), insert(n-1), ..., insert(1)
toisaalta huono puu voi syntyé myos patologisen insert/delete
suoritusyhdistelméan takia

e ongelma: miten voisimme taata etta puu pysyy tasapainoisena
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