7.4 Lyhimmaét polut

e Tarkastellaan painotettuja verkkoja ja tulkitaan kaaren paino
sen yhdistdmien solmujen etaisyydeksi

e kaaripainon voi tulkita myos esim. ajaksi mikd kuluu matkus-
tettaessa kaaren yhdistavien solmujen vilinen matka

e tehtdvind on 16ytdd annetusta solmusta s lyhin etdisyys, eli
vihiten painava polku kaikkiin muihin solmuihin

e ongelma on keskeinen esim. tietoliikenneverkkojen reititykses-
s&

e esitelladan ongelmalle ratkaisuksi Digkstran algoritms joka olet-
taa ettd kaaripainot ovat posititvisia

e Negatiivisten kaaripainojen tapauksessa lyhimmaét polut voi-
daan ratkaista esim. Bellman-Ford algoritmilla, joka kuiten-
kin sivuutetaan talla kurssilla

e Olkoon G = (V, F) suunnattu verkko ja s erés verkon solmu

e oletetaan ettd jokaiseen kaareen (u,v) € E on liitetty pituus
w(u,v) joka on ei-negatiivinen reaaliluku

e oletetaan lisdksi ettd jos (u,v) € FE niin w(u,v) = oo ja
w(v,v) = 0, eli jos solmuja ei yhdistd kaari, niiden vélisen
reitin pituus on ddreton ja jokaisesta solmusta matka itseensé
on nolla

e Dijkstran algoritmi pitda ylla joukkoa S joka muodostuu sol-
muista joiden lyhin etdisyys solmuun s on jo selvitetty

e jokaiseen solmuun v liittyy kaksi attribuuttia d[v] ja p[v]
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— d[v] kertoo mikd on solmun v etdisyysarvio solmusta s
— plv] osoittaa mink&d solmun kautta v:hen saavutaan lyhim-
maélld solmusta s ldhtevilta polulta

e aluksi algoritmi asettaa kaikkien solmujen (paitsi solmun s)
etéisyysarvioksi ddrettomén, sekd attribuutin p[v] arvoksi NIL

e algoritmi valitsee rivilla 9 toistuvasti solmun u € V' — S, jonka
etdisyys-arvio solmuun s on pienin
— valittu solmu wu lisdtadn joukkoon S, ja
— kaikkien solmun u vierussolmujen etéisyysarvio solmuun s
sekd attribuutti plu] paivitetaan
e ensimmaisessé toistoaskeleessa tulee valituksi aloitussolmu s
silla d[s] = 0
— solmu s siis lisdtadn joukkoon S

— kaikille s:n vierussolmuille v asetetaan uusi etéisyysarvio,
joka on nyt d[s]+w(s,v) = 0+w(s,v) = w(s,v), eli sama
kuin etdisyys solmujen s ja v valilla

— attribuuttien plv] arvoksi tulee s, silld Iyhin polku solmus-
ta s solmuun v saapuu solmun s kautta

e toisessa toistoaskeleessa tulee valituksi se solmu u jonka et&i-
syys solmuun s on lyhin
— solmu w siis lisdtddn joukkoon S

— kaikille u:n vierussolmuille v joiden entinen etéisyysarvio
solmuun s on suurempi kuin du] + w(u, v):

— asetetaan uusi etéisyysarvio, joka on nyt d[u]+w(u,v), eli
sama kuin etdisyys s — u + etdisyys u — v, ja

218



— attribuuttien plv] arvoksi péivitetdaan wu, silld lyhin polku
solmusta s solmuun v saapuu solmun u kautta

e sama jatkuu kolmannessa toistoaskeleessa ...
e algoritmi kiyttda aputietorakenteena minimikekoa H

—solmut v € V — S pidetdan keossa
— solmun v avaimena sen etdisyysarvioattribuutin d[v] arvo

— solmun etéisyysarvion péaivityksen yhteydessd kutsutaan

heap-decrease-key-operaatiota joka asettaa solmun taas oi-
kealle kekopaikalle

Dijkstra(G,w,s)

for kaikille solmuille v € V do
d[v] <00
p[v] «NIL

d[s] <0

S 0

for kaikille solmuille v € V do
heap-insert(H,v,d[v])

while ( not empty(H) ) do
u «—heap-del-min(H)

10 S «—S U {u}

© 00 ~J O Ot = W o

11 for jokaiselle solmulle v € Adj[u| do
12 if d[v] > d[u] + w(u,v) then

13 d|v] «d|u]+w(u,v)

14 p[v] «<u

15 heap-decrease-key(H,v,d[v])
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e esimerkki algoritmin toiminnasta
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e kuvassa attribuuttien p[v] arvo on kuvattu paksunnettuina
kaarina

e algoritmin suorituksen jilkeen lyhin polku s ~ v saadaan
selville seuraavasti:

— p|v] kertoo mink4 solmun kautta lyhin polku s ~» v saapuu
solmuun v
— solmuun p[v] lyhin polku saapuu solmun p[p[v]] kautta, jne

— laitetaan pinoon pv], p[p[v]], p[p[p[v]]] ja tulostetaan pinon
sisalto

— néin saadaan tulostettua polulla koko polku s ~» v alusta
loppuun
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e algoritmina:

shortest-path(G,v)
u —plv]
while u # s do
push(S,u)
u —plu]
print(lyhin polku solmusta s solmuun v )
while not empty(S)
u «pop(S)
print(u)

1
2
3
Z!
D
6
7
8

e toinen esimerkki Dijkstran algoritmin toiminnasta, talla ker-
taa kyseessd suuntaamaton verkko
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e Dijkstran-algoritmin vaativuus

— rivien 1-5 alustustoimet vievit aikaa selvisti O(|V])

— kiytossa siis minimikeko, ja kutsutaan keko-operaatioita
heap-insert, heap-del-min ja heap-decrease-key

— keko-operaatioiden vaativuus on O(log n) jos keossa n al-
kiota

—rivilld 7 tehdaan |V| kappaletta heap-insert-operaatioita,
aikaa siis kuluu O(|V| log |V'])
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— rivien 8-15 toistolauseessa operaatiota heap-del-min kut-
sutaan kullekin solmulle kerran, eli yhteensé |V'| kertaa

— koska jokainen solmu v lisdtdan joukkoon S vain kertaal-
leen, kidyddan kukin vieruslista ldpi tdsmaélleen kerran

— jokaista kaarta siis tutkitaan rivilla 12 kerran, eli heap-
decrease-key operaatiota kutsutaan maksimissaan | F/| ker-
taa

— yhteensi toistolauseessa kuluu aikaa O((|E| + |V|) log |V]),
joka on samalla koko algoritmin aikavaativuus

— algoritmin alussa kaikki solmut ovat keossa ja tdméan jil-
keen keko alkaa pienentyé solmujen siirtyessa samalla jouk-

koon S

— tilavaativuus on siis selvésti O(|V|)

e Dijkstran algoritmi noudattaa ns. ahneen algoritmin (greedy
algorithm) strategiaa:

— rivilld 9 valitaan aina kasiteltaviaksi se solmu miki on la-
himpéana aloitussolmua s

— ahneudella tarkoitetaan tasséa sitd etta algoritmi pyrkii jo-
ka hetkelld juuri silloin "parhaalta" vaikuttavaan ratkai-
suun

— ei ole itsestddnselvad ettd ahne strategia tuottaa nimeno-
maan lyhimmaét polut, mutta Dijkstran algoritmin tapauk-
sessa nain on, todistus 16ytyy sekd Karvin monisteesta etté
Cormenin kirjasta

— todistus perustuu invarianttiin: toistolauseen alussa kai-
kille solmuille v € S pdtee: d[v] on sama kuin lyhimmdn
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polun s ~» v pituus

—eli kun solmu on lisdtty joukkoon S, sen lyhin etdisyys
aloitussolmuun on selvinnyt

e joskus meille riittaa tietdd pelkéstadn kahden solmuparin s ja
v valinen lyhin polku

e ajetaan Dijkstran algoritmia ldhtésolmuna s siihen asti kun-
nes solmu v lisdtddn joukkoon S

e timan jilkeen voidaan lopettaa silla Iyhin polku s ~» v on jo
selvinnyt

e joskus voi olla tilanne ettd haluaisimme lyhimmé&n polun li-
séksi tietdd myos muita "hyvid" polkuja
e tille ets: k lyhintd polkua solmusta s solmuun v on olemassa

paljon erilaisia spesialisoituneita ratkaisumenetelmi

e hahmotellaan tassd Dijkstran algoritmia kdyttdva menetelm4
milld saamme selvitettyd myos muutamia muita hyvid polku-
ja:

e tarkastellaan edellisen esimerkkimme verkkoa ja polkuja s ~»
2z

e paras polku kulkee nyt solmujen ¢,y ja u kautta
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e vaihtoehtoinen hyvéa polku saadaan poistamalla verkosta joku
solmuista ¢, y, u, ja suorittamalla Dijkstran algoritmi tulok-
sena olevalle verkolle:

— verkosta poistettu solmu ¢, ja néin saatu lyhin polku

e ci ole kuitenkaan taattua ettd timéa menetelmé tuottaa nime-
nomaan k parasta polkua, kyseessé on siis heuristinen mene-
telma
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7.5 Verkon virittavat puut

e Olkoon G = (V, F) suuntaamaton yhtenéinen verkko

— verkon yhtenaisyydelld tarkoitamme etta kaikki verkon sol-
mut ovat saavutettavissa toisistaan, eli

— verkossa ei ole erillisia osia

e verkon G wirittdvi puu (engl. spanning tree) on G':n yhtenéi-
nen sykliton aliverkko joka sisaltda kaikki G:n solmut

e verkko ja sen virittavia puita

2

/// 4 RN
V' l Ta
Y
f\@ e @
& \@
(@ (4) 4

e seuraavassa yksinkertainen algoritmi joka muodostaa verkolle
G = (V, E) jonkin virittdvan puun

e algoritmin lopussa joukossa E’ olevat kaaret muodostavat vi-
rittavan puun
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spanning-tree(G)

valitaan mielivaltainen solmu v € V

V'—{v}

E 0

while V' # V do
valitse kaari (u,v) € E sitenetta u € V' jav e V =V’
V'V’ U {v}
E —E U {(u,v)}

N O Ot &~ W N~

e esimerkki algoritmin toiminnasta:

V'={1,2,3}
V'={1,2,3,4)

e algoritmin vaativuus riippuu paljolti rivin 5 operaation toteu-
tuksesta

e pienelld miettimiselld padstdan toteutukseen joka toimii ajas-
sa O(|V| + |E|)
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e onko varmaa ettd algoritmi toimii oikein, eli virittdva puu
16ytyy?

e todistaaksemme toiminnan oikeellisuuden, meidén on osoitet-
tava ettd seuraavat asiat ovat voimassa,

— muodostettavaan virittavaan puuhun (V’, E') ei tule syklia
toistolauseen sisdlla

—jos V' # V niin rivilla 5 on aina mahdollista 16yt4a ehdot
tayttava kaari

e virittavat puut tulevat kdyttoon monissa sovelluksissa

e esim. tietokoneverkkoprotokollissa ja hajautetuissa algorit-
meissa koneet joutuvat usein jakamaan tietoa keskendin, té-
mé& hoidetaan muodostamalla virittdva puu ja kayttdmalla
sitd sanomien valittdmiseen

e dsken esitetty algoritmi muodostaa verkosta jonkin virittéavan
puun, jos kyseessa on painotettu verkko, olemme yleensa kiin-
nostuneita minimaalisen virittdvan puun muodostamisesta

e Olkoon G = (V, F) suuntaamaton yhtenéinen painotettu verk-
ko, jonka kaaripainot maaraa funktio w

e verkon G minimaalinen virittdvd puu (engl. minimal spanning
tree) on G:n virittévista puista se jonka kaaripainojen summa
on plenin

e esittelemme seuraavassa kaksi hieman eri periaatteella toimi-
vaa algoritmia minimaalisen virittdvin puun muodostamiseen
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7.5.1 Kruskalin algoritmi

e algoritmi alkaa muodostamaan virittdvad puuta siten ettd
muodostusvaiheessa koossa on useita erillisid paloja puusta

e merkitsemme attribuutilla Plv] palaa johon solmu v kuuluu

e algoritmin lopussa nadma palat yhdistyvit yhtenaiseksi puuksi
joka on pienin virittdva puu

e algoritmi kerdd virittdvén puun kaaria joukkoon A ja palaut-
taa lopuksi joukon

e algoritmin lopussa verkon G = (V, E') minimaalinen virittava
puu siis on (V, A)

Kruskal(G,w)
A ()
for kaikille solmuille v; € V do
solmu v; muodostaa oman palan P|v;]
jarjestetddn kaaret painon w mukaan kasvavaan jarjestykseen

if Plu| # P[v|] then
A —A U {(u,v)}
yhdista palat P[u] ja p[v]

1
2
3
4
5 for jokaiselle kaarelle (u,v) € E kasvavassa jarjestyksessa do
6
7
8
0 return A

e esimerkki algoritmin toiminnasta:
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1 2

e Algoritmi itsessddn on hyvin yksinkertainen mutta sen to-
teuttaminen ei valttdmétta ole aivan yksinkertaista

e jotta toteutuksesta tulee tehokas, on erityisesti kiinnitett&-
va huomiota siihen miten solmuihin liittyva pala-attribuutti
toteutetaan

e suoraviivainen tapa palan toteuttamiseen:

— talletetaan palatieto |V'| paikkaiseen taulukkoon

— oletetaan ettd palat on numeroitu, ja asetetaan alussa kun-
kin solmun palaksi oma luku

— rivin 6 vertailu on nyt helppo ja hoituu jarkevésti toteu-
tettuna vakioajassa

— rivilld 8 on yhdistettdva kaksi palaa yhdeksi
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— riittda kun asetetaan kaikille solmuille v minké palanume-
rona Plv] uudeksi palanumeroksi P|u]

— palat tallettava taulukko on siis kdytéva ldpi ja néin rivin

8 vaativuus on luokkaa O(|V])
e koko algoritmin aikavaativuus:

— oletetaan edelld kuvailtu suoraviivainen tapa toteuttaa pa-
lat

— alkutoimet riveilld 1-3 vieviit aikaa O(|V])

— rivin 5 suorittaminen onnistuu ajassa O(|F| log |F|)

— for-lause kay lapi kaikki |E| kaarta

—rivin 6 ehto toteutuu |V| — 1 kertaa, ja jokaisella néista
kerroista téytyy siis suorittaa O(|V|) vievd operaatio

— saamme siis vaativuudeksi O(|E| log |E| + |V|?)

e kiiyttamalla ns. union-find -rakennetta palojen toteuttami-
seen, passtaan algoritmissa aikavaativuuteen O(|E| log |E|)

e vield kun huomioidaan ettd |E| < |V|? josta taas seuraa
log |[E| = O(log |V|), saamme union-find-rakenteen avul-
la toteutetun Kruskalin algoritmin aikavaativuuden muotoon

O(|E] log V)

e my0s Kruskalin algoritmi noudattaa ahnetta strategiaa: yri-
tetddn aina lisata virittdvadn puuhun solmuista kevein, eika
ole aivan itsestddn selvad ettd algoritmi tuottaa nimenomaan
minimaalisenvirittdvian puun

e todistus sivuutetaan tassd mutta se 16ytyy sekd Karvin mo-
nisteesta ettd Cormenin kirjasta
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7.5.2 Primin algoritmi

e myos Primin algoritmi kiyttda ahnetta strategiaa mutta ero-
na Kruskaliin on se ettéd algoritmin suorituksen aikana on ole-
massa vain yksi palanen jota kasvatetaan vahitellen kokonai-
seksi virittaviksi puuksi

e algoritmin sydtteend on suuntaamaton verkko G, kaaripainot
madrittelevd funktio w ja jokin verkon solmu 7 josta viritta-
van puun muodostaminen aloitetaan

e solmuihin liittyy kaksi attribuuttia, avain key[v| ja vanhempi
plv]
e solmun v avainkentdn arvona on sen sirmén paino minké pai-

no on pienin niiden sdrmien joukossa jotka yhdistdvat v:n
konstruktion alla olevaan virittdvaan puuhun

e algoritmin suoritusaikana muodostettavaan virittavaan puu-
hun vield kuulumattomia solmuja pidetddn minimi-keossa H
jarjestettyna avainkentin mukaan

e algoritmin suorituksen jalkeen virittdvan puun kaaret ovat
A=A{(v,pl])lveV —{r}}

e eli algoritmissa ei muodosteta eksplisiittisesti virittdvan puun
kaarijoukkoa vaan asia hallitaan solmujen p-attribuuttien avul-
la
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Prim(G,w,r)

1 for kaikille solmuille v € V do

2 key[v] «—o0

3 p[v] < NIL

4 key[r] «0

5 for kaikille solmuille v € V do

6 heap-insert(H,v key|v])

7 while not empty(H) do

8 u «—heap-del-min(H)

9 for jokaiselle solmulle v € Adj[u] do

10 if solmu v on vield keossa H ja w(u,v) < key|v] then
11 p[v] «u

12 key[v] «w(u,v)

13 heap-decrease-key(H,v,d[v])

e algoritmin toimintaidea:

— aluksi virittdva puu on tyhja ja asetetaan kaikille solmuille
paitsi r:lle avaimen arvoksi dareton

— ensimmaisessd toistossa tulee valituksi solmu r, joka siis
poistuessaan keosta implisiittisesti liittyy virittdvadn puu-
hun

— kun virittdvadn puuhun on néiin liitetty solmu, pidetdin
ominaisuutta

kekoon kuulumattoman solmun v avainkentdin arvona
on sen sarmdn paino minkd paino on pienin niiden
sarmien joukossa jotka yhdistavat v:n konstruktion
alla olevaan virittdvdadn puuhun

volmassa
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— tdman jalkeen otetaan keosta késittelyyn solmu jonka avain-
arvo, eli etdisyys virittdvaan puuhun on pienin ja liitetdan
solmu virittdvadn puuhun

— edelleen huolehditaan ettd edelld mainittu ominaisuus vi-
rittavan puun ulkopuolisten solmujen avainkenttien arvoil-
le on voimassa,

— jatketaan niin kauan kun solmuja on keossa jiljell4

e esimerkki algoritmin toiminnasta:

(@@
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f

e algoritmin vaativuus:

— rivien 1-4 alkutoimet vievit aikaa O(|V])

— riveilld 5-6 kutsutaan |V'| kertaa heap-insert operaatiota,
eli aikaa kuluu O(|V] log |V])

— rivien 7-13 toistolauseessa operaatio heap-del-min suorite-
taan kertaalleen jokaiselle solmulle, ja tdhan kuluu aikaa
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O(|V] log [V])

— sisempi toistolause riveilld 9-13 suoritetaan O(|E|) kertaa
silld suuntaamattomassa verkossa kaikkien vieruslistojen
yhteispituus on |F|

— sisemmaéssa toistolauseessa suoritetaan korkeintaan kertaal-
leen heap-decrease-key operaatio

— nain saamme Primin algoritmin aikavaativuudeksi
O(|V] log |V|+ |E]| log |V]) = O(|E| log |V|) eli sama
kuin Kruskalin algoritmilla

— aputietorakenteena keko, ja alussa kaikki V' solmua ovat
keossa eli tilavaativuus O(|V])

e myoOskdan Primin algoritmin kohdalla ei ole aivan itsestddn
selvad ettd algoritmi tuottaa nimenomaan minimaalisen vi-
rittavan puun

e todistus sivuutetaan tassd mutta se 16ytyy sekd Karvin mo-
nisteesta ettd Cormenin kirjasta

7.5.3 Kruskal vai Prim?

e algoritmit nayttavat O-analyysin valossa yhté hyvilta
e Prim toimii kdytdnnossd yleensd paremmin

e Primin algoritmia voidaan vield nopeuttaa jos kiytetdan nor-
maalin keon sijasta ns. Fibonaccin kekoa (missé decrease-key
onnistuu vakioajassa), néin saatu Primin aikavaativuus on

O(|E[ + [V] log [V])
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