7. Verkot

o Verkko (engl. graph) koostuu solmuista (engl. node) ja niité
yhdistéavista kaarista (engl. edge) joita myos joskus kutsutaan
sarmiksi

e verkkoja on kahta paatyyppia

— suunnatuissa verkoissa kaarilla on suunta

— esim:

— suuntaamattomien verkkojen kaarilla ei ole suuntaa

— esim:

(@ O

e verkoilla on paljon sovelluksia tietojenkésittelyssa
e tutustutaan luvussa muutamiin tyypillisimpiin verkkoalgorit-
meihin
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7.1 Kasitteisto

e formaalisti verkko G esitetddn parina (V) E), missé

— V on solmujen joukko

— E on kaarien joukko
e kaaret ovat siis pareja (u,v) missd u ja v ovat solmuja

e suunnatussa verkossa (u,v) € E jos solmusta u on kaari sol-
muun v
— talloin u on kaaren [dhtosolmu ja v kaaren maalisolmu
— solmua v sanotaan solmun w vierussolmuks:
— suunnatun verkon kaarista kdytetddn usein myos merkin-

taa u — v

e edellisen sivun suunnatussa verkossa siis esim. solmun e vie-
russolmuja ovat b ja d ja solmun a ainoa vierussolmu on c

e esim: edellisen sivun kuvan suunnatun verkon formaali maa-
ritelma;

-V ={a,b,c,d, e}
o E — {(a7 C>7 (b7 b)7 (b7 d)’ (C7 b)7 (d7 a>7 (d7 C)’ (67 b)7 (67 d)}
e suuntaamattomassa verkossa kaarten joukko E on symmetri-
nen, eli jos (u,v) € E niin myos (v,u) € E
— merkitsemme myo6s suuntaamattoman verkon kaaria jos-
kus u — v

— jos (u,v) € E sanotaan ettd solmut u ja v ovat vierekkdi-
sid, (engl. adjacent) eli v on wu:n vierussolmu ja u on v:n
vierussolmu
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e esim: sivun 192 suuntaamaton verkko formaalisti méaaritelty-
né:
-V ={a,b,c,d, e}
- E ={(a,0),(c,a),(b,d),(d,b),(c,b), (b,c), (d,a),
(a,d),(e,b),(b,e), (e, d),(d,e)}

e usein verkon kaariin liitetddn paino (engl. weight)

(@)

e oletetaan ettd kaaripainot ovat kokonaislukuja
e kaaripainon késite mééritelld funktiona w: F — {0,1,2...}

e eli funktio w liittda jokaiseen kaareen painon, esim. kuvan
suunnatussa verkossa w(a,c) =7, w(e,d) = 3 jne.

e painotetun verkon kaarista (u,v) € FE kiytetdédn myos mer-

e w(uw) . - LT
kintdd v — " v, eli esimerkissémme on kaari a — ¢
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e solmujono vy, vy, ..., v, on polku solmusta v; solmuun v,, jos
U1 — VU2,V — U3, ...,Upn-1 — Up

e jos solmusta u on polku solmuun v kiytetdan joskus merkin-

taa u ~ v

® jos u ~ v sanotaan ettd solmu v on saavutettavissa solmusta
U

e polun pituus on polkuun liittyvien kaarien lukumaéaara

e painotetussa verkossa polun paino on polun kaarien yhteen-
laskettu paino

e polku on yksinkertainen, jos kukin solmu esiintyy polussa vain
kerran, paitsi viimeinen ja ensimméinen saavat olla sama sol-
mu

e yksinkertainen polku on sykli jos viimeinen ja ensimmaéinen
solmu ovat samat

e edellisen sivun suunnatun painotetun verkon polkuja:

ee 2dScLbon yksinkertainen syklitén polku jonka

pituus on 3 ja paino 8

edbalcelbvdon sykli jonka pituus on 4 ja paino

20
ec b %% b2 don polku jonka pituus 4, paino 4 ja
joka susdltda kaksi syklia

e suunnattu verkko on sykliton jos se ei sisilld yhtdan syklia

e huom: englannin kielessé syklittomdsta suunnatusta verkosta
kdytetaan joskus substantiivia dag (directed asyclic graph)
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7.2 Verkkojen tallettaminen
e Tarkastellaan seuraavassa tapoja verkon G = (V. E) talletta-
miselle tietokoneen muistiin

e merkitddn solmujen lukumé&érdd symbolilla |V| ja kaarien lu-
kuméérad symbolilla | E|

e vaihtoehtoisia talletustapoja on kaksi:

— vieruslistat (engl. adjacency lists)

— vierusmatriisit (engl. adjacency matrices)

7.2.1 Vieruslistat

o vieruslistaesityksessi verkko G = (V, F) esitetdan taulukkona
Adj joka sisdltdd |V| kappaletta linkitettyja listoja, yhden
kullekin verkon solmulle

e jokaiselle solmulle u € V lista Adj|u] siséltaa kaikki ne solmut
joihin u:sta on kaari

e esim: suunnattu verkko ja sen vieruslistaesitys

Adj

EIETIEE
=L
SN IE e
-2+
k-
amIER

O hwWNBE
I
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e suunnatun verkon vieruslistojen yhteenlaskettu pituus on |F|
silld jokainen kaari on talletettu kertaalleen yhteen vieruslis-
toista

e koko vieruslistaesitys vie suunnattujen verkkojen tapauksessa
tilaa O(|E| + |V]), silld kaarien lisdksi varataan luonnollisesti
tila taulukolle Adj

e esim: suuntaamaton verkko ja sen vieruslistaesitys
Adj
—+=L2[4={5 ][4
L1[4={5][F= 3[+= 4]+
= 2| = 4|+
—= 2[7=[5[f= 3| H
=4[ = 1= 2[4

a s wN P
|

e suuntaamattoman verkon vieruslistojen yhteenlaskettu pituus
on |F/| on kaksi kertaa kaarien lukumé&éré, silld jokainen kaari
on talletettu kahteen vieruslistaan

e koko vieruslistaesitys vie suuntaamattomien verkkojen tapauk-

sessa tilaa O(|V| + 2 x kaarilkm) = O(|V| + | E|)

e myo0s kaarien painot voidaan tallentaa vieruslistarakenteeseen:

Adj

= bl 13— d[ 4]}
1= el 2 :|—|I

[ fle[+={e[4}
—t= b 7|
—-{d[e 3~

e EIEAEY

(o]
- ® Q0 T W
I
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e vieruslistaesityksen hyvi puoli on siis kohtuullinen tilavaati-
vuus joka on O(|E| + |V|), eli lineaarinen suhteessa solmujen
ja kaarten méaaraan

e huonona puolena taas se etté tieto onko verkossa kaarta u —
v el ole suoraan saatavilla, vaan vaatii vieruslistan Adj[u]
lapikdynnin

e pahimmillaan tdmé& operaatio vie aikaa O(|V]) silld solmus-

ta u voi olla pahimmassa tapauksessa kaari kaikkiin verkon
solmuihin

7.2.1 Vierusmatriisit
e Verkon G = (V, E) vierusmatriisiesityksessi oletetaan et-
td solmut on numeroitu, eli esim: V' ={1,2,...,n}

e vierusmatriisi on nxn-matriisi A, missé Alz, j| = 1jos (i, ) €
FE ja muuten A7, j| =0

e esimerkki suunnatusta verkostas:

o|lo|lo|lo|lo|o|r
olo|r|lo|lo]|r N
o|lo|lo|lo|lo|o|w
olr|lo|lo|lo|r |~
olo|lo|r |k |o|lx
Rr|lo|lo|lr|o|o|lo

o O~ W N B

e ja suuntaamattomasta verkosta:

e suuntaamattoman verkon tapauksessa jokainen kaari on rekis-
tercity kahteen kertaan vierusmatriisiin, esim. koska (2,5) €
E, niin A2,5] =1ja A[5,2] =1
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PRk |Oo(R]|N
Ok | O|FRr|O|W
ROk |k |lOo|n

a A W N R
P O(O|FR |[O|F
O|lkRr|O|kRr |k

e suuntaamattoman verkon tapauksessa riittaisikin siirtymaé-
matriisista puolikas:

O |k
O, |DN

O |k |OlW

o|lr|kr|o|~

Olkr|Oo|kr|kr
g~ W N R

e joskus on vieldpé kiytossa rajoitus ettd suuntaamattomassa
verkossa kaaret muotoa (i,17) eivét ole sallittuja, jos néin on,
ei vierusmatriisin diagonaalia (eli alkioita A[1,1], A[2,2], ...)
myOskaan tarvita

e kaaripainojen tallettaminen vierusmatriisiin on vaivatonta:

8/8(8|(8|8|8 |
8|18 |~[8[8|r|n
8(8(8(8|8|8|w
8|lo|8 8|8 |n~|n
8|18(8|~[N|8 |,
~|8(8|®[8]|8 |

D 0O W DN P

e painotetun verkon vierusmatriisissa periaatteena siis on aset-
taa Ali, j] = w(t,J) jos (i,5) € E ja muuten Ali, j] = o0/0
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— jos kaaren ¢ — 7 paino kuvaa reitin ¢:std j:hin pituutta
tai kustannusta, on daretén luonnollinen valinta olemat-
tomien kaarien merkintdan

— jos kaari taas kuvaa reitin kapasiteettia, on luonnollinen
valinta olemattomien kaarien merkintdan nolla

e hyviana puolena vierusmatriisissa on se ettd kaaren olemas-
saolon nédkee matriisista suoraan

e huonona puolena taas tilan tarve, matriisin koko on kaarien
lukumaéérésta riippumatta aina [V| x |V

e verkkoa sanotaan harvaks: jos kaaria on suhteellisen vdhén,
esim. vain kaksi kertaa solmujen maara

e kaarien maard talloin |E| = O(|V]), ja vieruslistana esi-
tetty verkko vie tilaa O(|E + V|) = O(|V]) kun taas vie-
rusmatriisiesityksen tilantarve on tdhan verrattuna nelidinen

OV > V1)

e isot harvat verkot siis kannattanee tallentaa vieruslistoja kéyt-
taen

e osa verkkoalgoritmeista tosin olettaa ettd verkko on talletet-
tu esim. kayttden vierusmatriiseja, eli verkon talletusmuoto
riippuu paljolti verkon kayttotarkoituksesta

200



7.3 Verkon lapikaynti

e tyypillistd verkkoa kiytettdessd on ettd halutaan kulkea ver-
kossa systemaattisesti vieraillen kaikissa solmuissa tai ainakin
kaikissa tietystd solmusta saavutettavissa olevista solmuista

e lapikdyntiin on kaksi perus-strategiaa:

— leveyssuuntainen lapikdynti (engl. breath-first search), ja

— syvyyssuuntainen lapikdynti (engl. depth-first search)

7.3.1 leveyssuuntainen lapikiynti

e Verkon G = (V| F) leveyssuuntaisessa lapikdynnissd tutki-
taan mitkd verkon solmuista ovat saavutettavissa annetusta
aloitussolmusta s € V

e etsintd etenee uusiin solmuihin "taso kerrallaan", eli ensin et-
sitdan mitkd solmut saavutetaan s:std yhden pituista polkua
kdyttden, tamén jalkeen edetddn solmuihin mitké ovat saavu-
tettavissa s:std kahden mittaista polkua kéyttden, jne

e algoritmin sivutuotteena saadaan tieto mikd on polun pi-
tuus aloitussolmusta s kuhunkin ldpikdynnin aikana loydet-
tyyn solmuun v, tieto talletetaan solmun attribuuttiin d[v]

e toisena sivutuotteena algoritmi muodostaa verkkoa lapikay-
dessddn leveyssuuntaispuuta (engl. breath-first tree)

— puu kertoo mité reittia etsintd on edennyt kuhunkin sol-
muun v

— algoritmin suorituksen jilkeen puun polku solmusta s sol-
muun v vastaa verkon lyhintd polkua s ~» v
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— puun kaaret talletetaan verkon solmuihin kiyttden attri-
buuttia p[v]

e algoritmin kirjanpitoa varten verkon solmuihin tarvitaan vie-
14 kolmaskin attribuutti, color|v]

e aluksi kaikki solmut paitsi aloitussolmu s merkitdan valkoi-
stksi

e solmu on valkoinen jos haku ei ole viela edennyt solmuun asti
e aloitussolmu merkataan harmaaks:

e harmaa vari merkkaa ettd solmu on 16ydetty mutta etsinté ei
ole viela edennyt kaikkiin sen vierussolmuihin

e kolmas solmujen véri on musta

e mustan solmun kaikki vierussolmut ovat joko harmaita tai
mustia,

e algoritmi kayttda aputietorakenteenaan jonoa Q) joka on aluk-
si tyhja

e syOtteend algoritmille siis verkko G = (V| F) ja jokin ver-
kon solmu s € V, algoritmi olettaa ettd verkko on esitetty
vieruslistamuodossa

e toimintaperiaate

— aluksi harmaan aloitussolmun s kaikki vierus-solmut lai-
tetaan jonoon

— vierussolmujen etaisyydeksi paivitetdan 1, leveyssuuntais-
puussa vanhemmaksi asetetaan s ja varjatdan solmut har-
maiksi
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— solmu s on nyt késitelty ja varjatdan mustaksi

— tdmaén jalkeen niin kauan kun jonossa on solmuja, otetaan
késittelyyn jonon alussa oleva solmu u

— laitetaan kaikki w:n valkeat vierussolmut (eli ne joita et-
sinté ei ole vield kohdannut) jonoon

— péivitetddn jonoon laitettujen etédisyys- ja vanhempikent-
tda seka varjataan jonoon laitetut harmaiksi

— solmu v on nyt kisitelty ja virjatdan mustaksi

e algoritmi

BFS(G,s)
for jokaiselle solmulle u € V do
color|[u] «white
d[u] <00
plu] «+NIL
color[s| «gray
d[s] <0
enqueue(Q,s)
while ( not empty(Q) ) do
u «—dequeue(Q)
10 for jokaiselle solmulle v € Adj[u] do

© 00 ~J O Ot = W N

11 if color[v]|=white then
12 color|v] «—gray

13 d[v] «—d[u]+1

14 p[v] «u

15 enqueue(Q,v)

16 color[u]| «black

e esimerkki algoritmin toiminnasta seuraavalla sivulla:
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e huomionarvoista algoritmissa on ettd se toimii sekd suunna-
tuilla ettd suuntaamattomilla verkoilla!

e leveyssuuntaisen haun aikavaativuus:

— alustukseen (rivit 1-6) kuluu aikaa O(|V|)

— alustuksen jalkeen mitadn solmua ei varjata valkoiseksi
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— koska jonoon laitettava solmu véarjatddn heti harmaaksi,
takaa rivin 11 testi ettd jokainen solmu laitetaan jonoon
vain kerran

— jokainen solmu siis my0s poistetaan jonosta korkeintaan
kerran

— enqueue ja dequeue -operaatiot voidaan toteuttaa ajassa

O(1), eli kokonaisuudessaan jono-operaatioihin kuluu ai-
kaa O(|V|)

— kunkin solmun vieruslista kdyddan lapi ainoastaan silloin
kuin solmu poistetaan jonosta, eli korkeintaan kerran

— vieruslistojen yhteispituus on O(|E|), eli yhteensd vierus-
listojen lapikdyntiin kdytetddn aikaa korkeintaan O(|F|)

e kokonaisuudessaan aikaa siis kuluu O(|V |+ |[V| + |E]) eli
O(VI+IEl)

e tilavaativuus algoritmilla on O(|V]) silla pahimmassa tapauk-
sessa aloitussolmusta on kaari kaikkiin verkon solmuihin, ja
tdssd tapauksessa jono () tulisi sisdltdmaén kaikki verkon sol-
mut
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7.3.2 Syvyyssuuntainen lipikiynti

e toinen tyypillisista lapikdyntitavoista siis on syvyyssuuntainen
l1apikaynti
e strategiana on nyt edetéd aloitussolmusta s yhtd polkua niin

pitkille kuin mahdollista

e kun tullaan solmuun josta ei endd péaastd uusiin, vield tut-
kimattomiin solmuihin, peruutetaan tutkitulla polulla 1d8him-
padn sellaiseen solmuun josta lahtee vielda tutkimaton haara

e niin loydetddn kaikki solmusta s saavutettavissa olevat sol-
mut

e jos halutaan kiyda lapi kaikki verkon solmut ja verkossa on
solmuja jotka eivit ole saavutettavissa solmusta s, valitaan
yksi saavuttamattomissa olevista solmuista ja kdynnistetdan
uusi etsinta

e lipikdynnin edetessd solmuja varitetdan samaan tapaan kuin
leveyssuuntaisessa lapikdynnissa
— jokainen solmu on aluksi valkea
— solmu viaritetdan harmaaksi kun se 16ydetaan
— solmu varitetddn mustaksi kun sen vieruslista on Kkiyty
kokonaan 1api
e algoritmi atkaleimaa jokaisen solmun
— leima d[v] kirjaa solmun v 16ytymishetken (harmaaksi vé-
rittdminen), ja
— leima f|v] kirjaa hetken jolloin solmun vieruslista on tut-

kittu (mustaksi virittaminen)
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e seuraavassa algoritmi joka joka selvittdd aloitussolmusta s
saavutettavissa olevat solmut, algoritmi kayttad "aikaleimaa-
miseen" globaalia muuttujaa time

DFS(G,s)
1 for jokaiselle solmulle u € V do
2 color|[u| «—white

3 time <0
4 DFS-visit(s)

DFS-visit(G,u)

color[u]| «—gray

time «time +1

d[u] «time

for jokaiselle solmulle v € Adj[u] do

if color[v|=white then DFS-visit(v)

color[u] «black

time «—time-+1

O 3 O O i~ W b+~

flu] «time

e esimerkki algoritmin toiminnasta seuraavalla sivulla
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e algoritmi siis varjad mustaksi kaikki aloitussolmusta s saavu-
tettavissa olevat solmut

e kaaret joita pitkin ladpikdynti on edennyt on kuvassa paksun-
nettu

e suorituksen jilkeen solmut sisaltavit kaksi lukua, eli 16yto-
ajan ja ajan milloin solmun késittely on valmis

e syvyyssuuntainen lapikaynti siis 16ysi solmut seuraavassa, jar-
jestyksessa: s, u, v, x,y

e solmua w ei saavuteta aloitussolmusta, w jai valkeaksi

e koko verkolle tehtava syvyyssuuntainen lapikdynti tapahtuu
seuraavasti:

DFS-all(G)
for jokaiselle solmulle u € V do
color|[u] «—white

for jokaiselle solmulle u € V do

1
2
3 time <0
1
5 if color[v|=white then DFS-visit(u)

e seuraavassa esimerkki algoritmin toiminnasta:

u \Y w u \Y w
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e leveyssuuntaisen lapikdynnin vaativuus

— alustustoimet, eli solmujen varjadminen valkoiseksi vie ai-

kaa O(|V|)

— operaatio DFS-visit kutsutaan (korkeintaan) kerran jokai-
selle solmulle, silld operaatiota kutsutaan ainoastaan val-
koisille solmuille, jotka heti kutsun jalkeen véarjataan har-
maaksi

— yhteensd DFS-visit-operaation kutsuja siis |V| kappaletta

— DFS-visitin for-lause kiy jokaisen solmun vieruslistan lapi,
eli for-osa toistetaan yhteensé |E| kertaa

— kokonaisuudessaan aikaa siis kuluu O(|V| + |[V| + | E|) eli
O(VI+£])

— tilavaativuus algoritmilla on O(|V]) silla pahimmassa ta-
pauksessa aloitussolmusta padsee yhtéd polkua kaikkiin mui-
hin solmuihin ja t&lloin sisdkkéisia rekursiivisia DFS-visit
-kutsuja tehdaan |V| kappaletta

e aivan kuten leveyssuuntaisen lapikdynnin tapauksessa myos
syvyyssuuntaisen lapikdynnin algoritmi toimii sellaisenaan niin
suunnatuilla kuin suuntaamattomillakin verkoilla
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7.3.3 Verkon syklittomyyden tarkastus

e joskus oi olla tarvetta testata onko annetussa suunnatussa
verkossa syklig

e pienelld muutoksella voimme kiyttdd syvyyssuuntaisen 1api-
kdynnin algoritmia syklittomyyden testaamiseen:

— 16ydetyt solmut joiden vierussolmujen kasittely on vield
kesken ovat vériltdan harmaita

— oletetaan ettd ollaan tutkimassa solmun u vieruslistaa Adj|u]

— jos vieruslistalta 16ytyy solmu v joka on harmaa, tiedimme
ettd v:n kasittely on kesken, ja

— solmusta v johtaa (harmaista solmuista koostuva) polku
solmuun u

— nyt siis on olemassa polku v ~» u ~» v, eli verkossa on
sykli

e tarvittava muutos on siis testi onko vieruslistalta 16ytyva sol-
mu harmaa

e solmun 16ytymisajan ja kisittelyn paattymisajan tallentavat
attribuutit d ja f ovat nyt tarpeettomia

DFS-cycles(G)
for jokaiselle solmulle u € V do
color|u| «—white
cycle «false
for jokaiselle solmulle u € V do
if color[v]|=white then cycle «—cycle or DFS-c-visit(u)
return cycle

J Ot &~ W N =
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DF'S-c-visit(u)
color[u]| «—gray
cycle «false
for jokaiselle solmulle v € Adj[u] do
if color[v|=gray then return true
if color[v|=white then cycle «—cycle or DFS-c-visit(v)
color|u] «black
return cycle

N O O = W N~

e huom: mustan solmun v 16ytyminen solmun u vieruslistaa tut-
kittaessa ei tarkoita syklin olemassaoloa, polkua v ~» wu €i voi
olla olemassa silld siinéd tapauksessa v ei olisi mustal

e esim: miten syklien etsintd toimisi seuraavissa tapauksissa?

S u \'%

C—) D
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7.3.4 Topologinen jirjestaminen
e syklittomien suunnattujen verkkojen avulla voimme kuvata
tapahtumien vélisid riippuvuuksia

e esim. oheinen kaavio siséltdd onnistuneen pukeutumiseen kan-
nalta oleelliset riippuvuudet:

undershorts

socks

e cli sukat on laitettava ennen kenkié, kravatti ja vyd ennen
takkia, jne.

e herdd kysymys voisimmeko jarjestda asiat sellaiseen lineaari-
seen jarjestykseen ettd voisimme pukea vaatekappaleen ker-
rallaan siten ettd mikéan riippuvuuksista ei rikkoudu, eli

e jos riippuvuusverkossa on kaari ©u — v, tulee u jarjestyksessa
ennen v:ta

e tillaista jirjestystd kutsutaan topologiseksi jarjestykseksi
e asia hoituu helposti kdyttden apuna syvyyssuuntaista lapi-
kayntia
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Topological-Sort(G)
1 kutsutaan DFS(G)

2 kun solmu varjatdan mustaksi lisatdan se listan L alkuun
3 return L

e operaation jilkeen solmut ovat listalla L jarjestettyna siten
ettd jos solmu u on ennen solmua v, on flu] > f[v]

— néin listan viimeiseksi tulee solmu v,, misté ei ole kaarta
mihinkddn muuhun solmuun, ja
— listan toiseksiviimeiseksi solmu v,,_1 josta on kaari korkein-

taan solmuun v, jne

e seuraavassa esimerkkimme topologisesti jarjestettynas:

socks | 17/18

11/16| undershorts socks | 17/18 undershorts 11/16
— - - - 12/15
12/15( pants 13/14
1/8 13/14

6/7

/10
shirt

18

6/7

2/5
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