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men et. all., sekd

e Timo Karvin Tietorakenteet-monisteeseen

e Kalvot eivit ole tarkoitettu itseopiskelumateriaaliksi vaan luen-
tojen tueksi.



1. Johdanto

e Kaikki epéatriviaalit ohjelmat joutuvat tallettamaan ja késit-
telemédén tietoa suoritusaikanaan

e Esim. "puhelinluettelo":

— numeron lisays

— numeron poisto

— numeron muutos

— numeron haku nimen perusteella
— nimen haku numeron perusteella

— nimi-numero -parien tulostaminen aakkosjirjestyksessa

e suoritusaikana tiedot tallennetaan tietorakenteeseen

e tietorakenteella tarkoitetaan

— tapaa miten tieto tallennetaan koneen muistiin, ja
— operaatioita joiden avulla tietoa péddstddn kayttdmaan ja
muokkaamaan

e joskus lahes samasta asiasta kidytetdan nimitysta abstrakt: tie-
totyypp1
— tietorakenteen sisdinen toteutus piilotetaan kayttajalta, ja
— abstrakti tietotyyppi nakyy kayttajille ainoastaan operaa-
tioina minka avulla tietoa kiytetidan
— abstrakti tietotyyppi ei siis ota kantaa siihen miten tieto
on koneen muistiin varastoitu ...



e Puhelinluettelon tietorakenne voisi olla esim. seuraavanlainen

e Oleellisia operaatioita ovat (Abstrakti tietotyyppi puhelin-
luettelo):

- init luodaan tyhja luettelo

- add(n,p) lisda luetteloon nimen n ja sille numeron p

- del(n) poistaa nimen n luettelosta

- find(n) palauttaa luettelosta henkilon n numeron

- update(n,p) muuttaa n:lle numeroksi p:n

- list listaa nimi-numero -parit aakkosjarjestyksessé

e tieto voisi olla talletettu taulukkoon suoraan

niml | nimi2 o nimix
numerol| numero2 NUMeErox

e tai taulukosta voi olla linkki varsinaisen nimi/numero-parin
tallettavaan muistialueeseen

P

nimil nimi2 nimix
numerol| | numero2 nuMEerox

e Operaatioiden toteutus ...laskareissa



e kuten tulemme kurssin edetessi nikem&dn on monia vaih-
toehtoja valita tietorakenne jolla on puhelinluettelolle sopivat
operaatiot

e voimme kayttad taulukon lisdksi esim. listaa, hajautusraken-
netta tai puuta

e kisiteltdvan tietomadran ollessa suuri on kuitenkin oleellista
ettd operaatiot voidaan suorittaa tehokkaast:

e sovelluksen tarvitsemien operaatioiden tehokkuus (tai vaati-
vuus) oleellisesti maaras miké tietorakenne valitaan

e kurssilla kiinnitdmme siis erityisesti huomiota operaatioiden
ja yleensédkin algoritmien vaativuuteen

e toinen huomioitava seikka on se toimiiko operaatio tai algo-
ritmi oikein

e katsotaan seuraavaksi kurssin siséllysluetteloa

e timan jilkeen "palataan asiaan" ja tarkastellaan miten oi-
keellisuutta ja vaativuutta voidaan arvioida



Kurssin sisalto

1. Johdanto (1 viikko)

e mitéd tarkoitetaan tietorakenteella
e algoritmin oikeellisuuden osoittaminen
e algoritmin vaativuuden analysointi

e vaativuusfunktioiden kertaluokat
2. Perustietorakenteet (1 viikko)
e lista, pino ja jono

e periaate tietorakenteen toteuttamiseen linkitettyna raken-
teena

3. hakupuut (3 viikkoa)

e binddrihakupuut

e tasapainoitetut puut (puna-musta-puu)
4. hajautus (1 viikko)

e hajautusfunktion valinta

e yhteentormaysstrategiat
5. keko (1 viikko)

e tiydellinen bindéaripuu taulukkona
e keko-operaatiot

e prioriteettijono



6. jarjestaminen (2 viikkoa)
e lomitusjirjestiminen
e kekojirjestdminen
e pikajirjestiminen
e jirjestelyn alaraja
e laskemisjérjestdminen

e lokerikkojarjestdaminen
7. verkot (3 viikkoa)

e verkon maéaritelma ja toteutus
e verkkojen lapikdyntialgoritmit
e Iyhimmét polut

e virittava puu



1.1 Oikeellisuus

e yksi mahdollisuus toteuttaa puhelinluettelon add operaatio
(taulukkototeutuksessa) on lisétd uusi nimi-numero-pari aina
taulukon ensimméiseen tyhjaan paikkaan

e tilloin operaation list yhteydessa nimet taytyy jarjestda aak-
kosjarjestykseen ...

e jirjestaminen on yleisemminkin tdrkedssd roolissa tietojen-
kisittelyssd ja myohemmin kurssilla tarkastellaan muutamia
tehokkaita jarjestdmisalgoritmeja

e tarkastellaan nyt esimerkkind ehki jo joillekin tuttua lisdys-
jérjestdmista (insertionsort)

e algoritmi pseudokoodina

1 for j +2 to length[A] do

2 key +Alj]

3 >Alj] paikalleen jarjestettyyn osaan A[l,... j-1]
4 i

5 while i>0 and Ali|>key
6 Afi+1] <Al
7 1411
8 Ali+1] +key

e algoritmin toiminta esimerkkisyotteella:
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e algoritmin toimintaidea voidaan ilmaista ns. invariantin avul-

la:

jokaisen for-lauseen alussa taulukon osa A[l,...,j — 1]
on jarjestyksessd ja sisaltid alunperin taulukon osassa
All, ..., 7 —1] olleet alkiot

e invarianttia voidaan kiyttdd algoritmin oikeellisuustodistuk-
sissa:

e naytetaan etta

— invariantti on voimassa tultaessa ensimmaisté kertaa tois-
tolauseeseen (joka on nyt for-lause),

— invariantti pysyy totena jokaisen for-lauseen rungon suo-
rituksen jalkeen

e for-lauseen suorituksen loputtua j = n+1 (huom for-lauseen
semantiikka) ja koska invariantti on edelleen voimassa

seuraa tasta ettd A[0, ..., n]on jarjestyksessa ja sisdltda alun-
perin taulukossa olleet alkiot

eli algoritmi toimii oikein.



e koska kyseessd on for-lauseke, tieddmme varmasti ettd sen
suoritus pédttyy (silld oletuksella ettd komento-osa ei jdé sil-
mukkaan!), sensijaan while-toistolause saattaisi jadda ikui-

?

seen silmukkaan

e yleisen toistolauseen tapauksessa on siis invariantin voimassa
pysymisen lisdksi naytettiva ettd toistolause pysahtyy

e huomautuksia pseudokoodista:
— lohkorakenne ilmaistaan sisennyksen avulla (javassa aalto-
sulut)
— >-merkilld alkava rivi on kommentti
— sijoitus = < 5 (javassa ¢ = 5)
— taulukon alkioihin viittaus tyyliin Ali]

— koosteinen data olioina/tietueina joilla kentét
esim. jos C on tyyppid jolla kentét key ja next, viitataan
kenttiin key[C] ja next[C] (esim. javassa sama tapahtuu
C.key ja C.next)

— for-lausekkeen indeksimuuttujan arvo:

esim. lausekkeen for ¢ <— 1 to 10... suorituksen jdlkeen
=11



1.2 Vaativuus

e Algoritmin tehokkuudella tai vaativuudella tarkoitetaan sen
suoritusaikana tarvitsemia resursseja
— aika
— tila
— kommunikoinnin maara

e tilld kurssilla tarkastellaan ldhinné aikaa ja joskus tilaa

e resurssintarvetta tarkastellaan suhteessa syotteen kokoon, esim.
jarjestettaessd koko on taulukon A alkioiden lukumé&éara

e voimme analysoida resurssien tarvetta

— parhaassa tapauksessa (ei yleensé kiinnosta)
— keskimaédraisessa tapauksessa

— pahimmassa tapauksessa tapauksessa
e keskitymme kurssilla pahimman tapauksen analyysiin

— helpompaa kuin keskimé&éaraisen tapauksen analyysi

— tieddmme ainakin mihin on varauduttava

— joskus keskimé&aréiset tapaukset suunnilleen yhta vaikeita
kuin pahimmatkin (lisdysjérjestdminen!)

— monilla algoritmeilla pahimmat tapaukset yleisia
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e Tarkastellaan jilleen lisdysjérjestdmista
e oletetaan ettd rivin ¢ suorittaminen kestdd c; aikayksikkoa

e merkitdédn ¢;:114 kuinka monta kertaa while-lausekkeen testi
suoritetaan kullakin j:n arvolla

kus  kert

1 for j <2 to length|A]| do 1 n

2 key +Alj] C3 n—1

3 >. .. 0 n—1

4 141 C4 n—1

5 while i>0 and Ali|>key  ¢; Yt
J=2

6 Afi+1] «<A[i] Co Ytj—1
J=2

7 i i1 e Sti—1
J=2

8 Ali+1] +key Cs n—1

e nyt voimme laskea kuinka kauan suoritukseen kuluu

e kiiytetddin merkintdd T'(n) suoritusajasta syotteelld jonka pi-
tuus on n

e laskemalla kuvasta saamme:
n n

Tn)=cin+c(n—1)+c(n—1)+ c5z_:tj - Cﬁz(tj —1)
+C7£:(tj —1)+cs(n —1)
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e parhaassa tapauksessa (taulukko jo jarjestyksessd) while-testi
tehdadn aina vaan kerran, eli t; = 1, ja saamme

T(n)=(c1+c2+ca+cs+cg)n — (c2+ ca+ c5 + cs)

e koska vakiot cy,...,cs riippuvat kiytettdvasta laitteistosta,
voimme merkitd T'(n) = an + b joillain vakioilla a ja b

T'(n) on lineaarinen funktio sy6tteen pituuteen n néhden

e Lisdaysjarjestaminen toimii parhaassa tapauksessa lineaarises-
sa ajassa syotteen pituuteen ndahden

e pahimmassa tapauksessa (taulukko kdédnteisessé jérjestykses-
sd) kohdan A[i] alkio viedd&n taulukon alkuun, eli ¢; = j,

sSaalnime
n

Tn)=cn+cy(n—1)+cy(n—1)+ 0523' + ceé(j — 1)
+C7é(j — 1)+ cy(n — 1)

e Sovelletaan kaavaa Y i = in(n + 1), ja T(n) sievenee muo-

i=1
toon:

T(n) = %2(65—|—66—|—C7>—I—%(261—I—2Cz+264+65—|-66+07—|-268>—
(CQ + Cq4 + C5 + Cg),
eli voimme merkitd T'(n) = an® 4 bn + ¢ joillain vakioilla a, b
ja c
e Lisaysjarjestaminen toimit pahimmassa tapauksessa nelidi-
sessd ajassa syotteen pituuteen nahden
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e koska ylla esiintyvéat vakiot a,b ja ¢, cq, ..., cg ovat konekoh-
taisia, emme jatkossa arvioi suoritusaikaa talla tarkkuustasol-
la, vaan luonnehdimme mihin kertaluokkaan vaativuus kuu-
luu

e olemme siis kiinnostuneita onko algoritmin vaativuus esim.
lineaarinen, nelidinen tai jotain muuta

13



1.3 Funktioiden kertaluokat

e Tarkastellaan funktioita f: N —+Rjag: N — R

e f kuuluu kertaluokkaan O(g) jos on olemassa vakiot d > 0
ja mg siten ettd kaikilla n > ng ehto 0 < f(n) < dg(n) on
voimassa.

e cli f on kertaluokassa O(g) jos ja vain jos voimme valita

— jonkin kertoimen d

— ja kohdan ng lukusuoralta

siten ettd tdmé kohdan jilkeen funktioin f(n) kuvaaja pysyt-
telee funktion dg(n) kuvaajan alapuolella

e talloin merkitdén f = O(g)

e intuitiivinen tulkinta: jos f on ohjelman resurssitarvetta ku-
vaava funktio ja f = O(g), niin

— tarpeeksi suurilla sy6tepituuksilla n > ng

— toteutuskohtaisia vakioithin d menemaétta

resurssitarpeiden yliraja on g

e Palataan lisdysjdrjestdmiseen:

— parhaassa tapauksessa algoritmi kulutti aikaa an 4+ b <
n(a+b) = O(n), silla vakioksi voidaan valita d = a + b.

— pahimmassa tapauksessa an® +bn +c < n*(a +b+c) =
O(n?) silla vakioksi voidaan valita d = a + b + c.
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e jatkossa tulemme analysoimaan algoritmeja (O-merkinnéan tark-
kuudella

e O-merkintad kaytetdan yldrajan esittamiseen

— jos jonkin algoritmin pahimman tapauksen vaativuus on
esim. O(n?) ei se vilttdmitta tarkoita ettd pahin tapaus
toimii ajassa dn® jollekin d, vaan ettd algoritmi ei toimi
ainakaan huonommin kuin ajassa dn?

— Esim: koska n? = O(n®), voidaan (ja on ihan oikein) mer-
kitd ettd lisdysjarjestdminen on pahimmassa tapauksessa
O(nd)

— mielekdstd onkin etsid pienintd mahdollista argumentti-
funktioita f jolla algoritmin vaativuus on O(f), tai ...

e vaihtoehtoisesti voidaan esittdé vaativuudelle alarajoja, ja tél-
16in kdytossd merkintéd 2

e f = (g) jos on olemassa vakiot d > 0 ja ng siten etté kaikilla
n > ng ehto 0 < dg(n) < f(n) on voimassa.

e Esim: valitsemalla d < a huomaamme etti dn? < an? <
an® 4 bn + c eli lisdysjérjestdminen on myos pahimmassa ta-
pauksessa Q(n?)

siis yla ja alaraja vaativuudelle on sama, eli kyseessé on tark-
ka arvio, myos télle tapaukselle on olemassa oma merkinté-
tapa
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e g on sekd yli- ettd alaraja f:lle, merkitdan f = ©(g), jos ja
vain jos f = O(g) f =(g)
— nyt olemassa vakiot d; ja dy siten ettd funktio f(n) jaa
kuvaajien dig(n) ja deg(n) véliin
— f kiyttaytyy oleellisesti samoin kuin g toisin sanoen f:114
sama asymptoottinen kasvunopeus kuin g:114

e Eisim: koska lisdysjéarjestamisen pahimman tapauksen ylaraja
O(n?) sekd alaraja (n?), voimme kiyttad merkintad ©(n?)

e seuraavat kuvat valaisevat asymptoottisten merkintéjen eroja

f(n) = O(g(n)) f(n) =Q(ag(n)) f(n) =o(9(n)

dg(n)
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e tarkeimmat vaativuusluokat (kasvavassa jarjestyksessi) syot-
teen kookoon n ndhden ovat

. O(1) (vakio)

—_

log n) (logaritminen)

2. 0
3. O(n) (lineaarinen)
4. O(n log n)

5. 0(n?),0(n?),... (polynomiaalinen)
6. O(2")

e siant0ja algoritmien analysointiin:

(eksponentiaalinen)

— yksinkertaisia muuttujia késittelevit sijoitus-, syotto, tu-
lostuskéskyjen seké niitd késittelevien yksinkertaisten ver-
tailujen ja aritmeettisten operaatioiden aikavaativuus on
O(1)

— kéiskyjonon Sy, Sy, . . ., Sk aikavaativuus on O(f1 + ... + fx) =
maz(O(f1),...,0(fr)), missda O(f;) kiskyn S; vaativuus

— ehtolauseen aikavaatimus on O(ehdon testausaika + suo-
ritetun vaihtoehdon aikavaatimus)

— silmukan aikavaatimus on O(k(f1 4+ f2)) missé k toistojen
maéadrd fi lopetusehdon testausaika ja fo silmukan lausei-
den suoritusaika

— aliohjelman /metodin aikavaativuus on O(parametrien eva-
luointiaika + parametrien sijoitusaika -+ aliohjelman /metodin
késkyjen suoritusaika)
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Esimerkki: Kuplajarjestaminen

for i <—n downto 2 do
for j «+1 to i-1 do
if Afj] > A[j+1] then
>vaihdetaan Aljl:n ja A[j+1]:n siséltoa
apu <Alj]
Alj] <Alj+1]
Alj+1] «apu

N O O i W N

e Invariantti:
Taulukon osa A[i+1, ..., n| jdrjestyksessd ja jirjestetyn osan
alkiot vahintddn yhtd suuria kuin osan A[l, ..., 1] alkiot
— alussa ¢ = n eli voimassa itsestaan (loppuosa tyhja)

— invariantti pysyy totena jokaisen ulomman for-lauseen run-
gon suorituksen jélkeen: ensin kohtaan Al[i] haetaan alkuo-
san suurin alkio, sitten ¢:n arvo vdhenee yhdell&

— lopuksi ¢ = 2 eli invariantista seuraa

taulukon osa A[2,...,n] jirjestyksessé ja jirjestetyn osan
alkiot véhintdén yhta suuria kuin paikan A[1] alkio

siis taulukko jarjestyksessé
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e Usein algoritmista voidaan eristdd yksi tai useampia perus-
operaatioita joiden suorituskertojen maara kuvaa algoritmin
aikavaativuutta

e nyt sopiva perusoperaatio on rivin 3 if vertailu

— ensin j saa arvot véliltd 1...n — 1, eli vertailu suoritetaan
n — 1 -kertaa

— sitten j saa arvot véliltd 1...n—2, eli vertailu suoritetaan
n — 2 -kertaa

n

— vertailu suoritetaan siis 1 +2+...+n—-1=>i—n =
i=1

1

sn(n+ 1) — n kertaa, eli aikavaativuus O(n?)

e huom: toisin kuin lisdysjarjestdmiselld aikavaativuus on nyt
sama kaikissa tapauksissa
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Esimerkki: Binaarihaku

e Annettuna jirjestyksessd oleva taulukko A[l,...,n] ja luku
x. Onko luku taulukossa?

vasen <1

oikea <—n

found <false

while vasen < oikea and not (found) do
keski <—(vasen+-oikea) /2
if Alkeski]=x then found <true
if Alkeski]>x then oikea «—keski-1
else vasen = keski+1

O J O O i W N+~

e Invariantti:
jos x on taulukossa niin se on valilla A[vasen, oikea] ja found =
tost jos ja vain jos z 16ytyi jo
— tosi alussa silld vasen = 1, otkea = n ja found = false
— pysyy selvisti totena toistolauseen suorituksessa:
jos x 16ytyy,asetetaan found = true
jos Alkeski] > x niin my0s kaikilla j > keski on A[j] > z
eli ei tarvitse etsid kohdan kesk: takaa ja voidaan asettaa
otkea<—keski — 1

else -haara vastaavasti

— lopuksi joko vasen > otkea ja found = false eli etsittya
ei 16ytynyt, tai x = Alkeski]

e toistolause terminoi koska jokaisella toistolla joko hakualue
pienenee tai etsitty alkio 16ytyy
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e Merkitdan T'(k):114 binddrihaun pahimman tapauksen aika-
vaativuutta silloin kuin taulukosta on vield tutkimatta & paik-
kaa.

e T' on méaritelty seuraavasti rekurstoyhtdlond:

T(k) = T(k/2)+ O(1),kun k > 1
T(1) = O0Q1)
e Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi ettd taulukon A pituus n
on jokin kahden potenssi, eli n = 27 jollain kokonaisluvulla j
ottamalla tastd kaksikantainen logaritmi molemmilta puolil-

ta, saadaan j = logy n

e Olkoon c joku tarpeeksi suuri vakio. Bindarihaun aikavaati-
mus saadaan laskemalla rekursiokaava auki

T(n) = T(n/2)+c
= T(n/4)+c+c
= T(n/8) +c+c+c=T(n/2°)+3c

= T(n/2¥)+jc=(j +1)c= (loga n + 1)c
= O(log; n)
e yksinkertaistimme analyysis olettamalla etti n = 27, toinen
yksinkertaistus mitd teimme oli rekursioyhtélossd missé em-

me ottaneet huomioon ettéd oikeasti taulukko ei jakaudu aina
tdsmélleen puoliksi

e tekemamme yksinkertaistukset eivit kuitenkaan vaikuta vaa-
tivuusanalyysin oikeellisuuteen
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