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Johdanto

Kun moderni differentiaali- ja integraalilaskenta kehitettiin 1600-luvun lo-
pulla, sen peruskisitteet muotoiltiin kdyttden ajatusta infinitesimaaleista.
Niiden infinitesimaalien ajateltiin olevan "darettomén pienié lukuja” tai tar-
kemmin sanottuna lukuja, joiden itseisarvo on kaikki tavallisia positiivisia re-
aalilukuja pienempi. Muuten infinitesimaalit kuitenkin noudattivat tavallisia
reaalilukujen laskusdantoja. Nain esimerkiksi derivaatta madriteltiin erotus-

osamaaran
f(x) = flx—=h)
h

arvona, kun h on infinitesimaali.

Infinitesimaalin késite oli aina hyvin kiistanalainen. Selvéstikdédn reaa-
lilukujen kunnassa ei ole alkioita, jotka voitaisiin tulkita infinitesimaaleik-
si, ja uusien alkioiden lisddminen taas rikkoisi monet reaalilukujen ominai-
suudet, joten ei ollut selvdd, mité infinitesimaalit oikeastaan olisivat, jos ne
ylipdataan edes olivat olemassa. Monet matemaatikot pitivatkin niitd 1a-
hinn& hyodyllisinéd tyokaluina, joita ei kuitenkaan todellisuudessa ollut ole-
massa. Kaikesta huolimatta infinitesimaalilaskenta muodosti pitkddan pohjan
differentiaali- ja integraalilaskennalle, kunnes 1800-luvulla ala lopulta for-
malisoitiin kunnollisesti raja-arvon epsilon-delta-méaéritelméan avulla. Tamén
jéilkeen infinitesimaalit katosivat matemaattisesta kaytosta pitkéiksi aikaa.

1960-luvulla kiinnostus infinitesimaalilaskentaan kuitenkin herési uudel-
leen. Matematiikko Abraham Robison osoitti matemaattisen logiikan avulla,
ettd on olemassa niin sanotut epéstandardit reaaliluvut, jotka voivat toimia
pohjana infinitesimaalilaskennalle. Tama epéstandardien reaalilukujen struk-
tuuri on reaalilukuja laajentava kunta, joka siséltédé infinitesimaaleja. Liséksi
voidaan osoittaa, ettd kaikki sopivan kielen predikaattilogiikan lauseet ovat
tosia epastandardeilla reaaliluvuilla jos ja vain jos ne ovat tosia tavallisilla
reaalilukuja. Néin uudesta struktuurista saatu tieto voidaan palauttaa reaa-
lilukuja koskevaksi tiedoksi.

Téasséd kandidaatintutkielmassa esittelemme epéstandardien reaalilukujen
perusteet. Luvussa 1 osoitamme, ettd halutunlainen epastandardien reaalilu-
kujen struktuuri on olemassa. Muodostamme sopivan ensimméisen kertalu-
vun logiikan aakkoston L ja muodostamme reaaliluvuista L-mallin R. Osoi-
tamme kompaktisuuslauseen avulla, ettd L-teorialla {¢ | ¢ on L-lause jaR =
¢} on malli, joka sisdltdd infitesimaaleja. Tastd saamme epéstandardien re-
aalilukujen kunnan *R.

Luvussa 2 tarkastelemme tarkemmin epédstandardien reaalilukujen omi-
naisuuksia. Erityisesti perehdymme infinitesimaaleihin sekd &arettomiin lu-
kuihin. Lopuksi luvussa sovellamme teoriaa perusanalyysiin ja esittelem-



me epastandardin analyysin perusteita. Esitdmme raja-arvolle vaihtoehtoisen
médritelmén epastandardien reaalilukujen avulla sekéd todistamme dériarvo-
lauseen.

Oletamme, etté lukija tuntee ensimmaisen kertaluvun logiikan perusteet
siiné laajuudessa kuin esimerkiksi [Sal92] ne esittelee. Erityisesti aakkoston,
totuuden, teorian ja mallin késitteet ovat keskeisid. Yleisen kompaktisuus-
lauseen kuitenkin esittelemme, vaikkakin ilman todistusta, silld se on keskei-
sessi osassa epéstandardien reaalilukujen olemassaolon todistamisessa. Sal-
limme aakkostoissamme mielivaltaisen monen paikan relaatio- ja funktiosym-
bolit sekd kaytdmme ekvivalenssisymbolia. Erityisesti tulee my6s huomata,
ettd hyviksymme aakkostot, joissa on ylinumeroituva mééré symboleita.
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1 Reaalilukujen epastandardimalli

Téssd luvussa muodostamme epéstandardien reaalilukujen kunnan ensim-
méisen kertaluvun logiikan avulla. Samalla saamme myo6s térkeitd perustu-
loksia kyseisen struktuurin ominaisuuksista. Erityisen térkeé on ns. siirtope-
riaate, joka kertoo, kuinka ominaisuudet siirtyvét tavallisilta reaaliluvuilta
epastandardeille seké péinvastoin.

1.1 Kompaktisuuslause

Osoittaaksemme halutunlaisen struktuurin olemassaolon, tarvitsemme en-
simmaéisen kertaluvun logiikan kompaktisuuslausetta. Esitdmme sen téssé il-
man todistusta, silld kyseinen todistus on huomattavan tyokés eiké sen yk-
sityiskohtiin perehtyminen olisi tamén tutkielman tavoitteiden mukaista.

Lause 1.1.1 (Yleinen kompaktisuuslause) [Ebb94, s. 89, lause 2.1 (b)]
Olkoon L aakkosto ja T L-teoria. Jos T:n jokaisella ddrelliselld osajoukolla
on malli, niin T':lld on malli.

Todistusta varten katso esimerkiksi [Ebb94]. Kompaktisuuslauseen todis-
tukseen ylinumeroituvat aakkoston tapauksessa tarvitaan valinta-aksioomaa,
joten myohemmin saamamme olemassaolotodistus myos vaatii valinta-aksiooman.

1.2 Epastandardimallin olemassaolo

Aluksi muodostamme loogisen aakkoston, jonka puitteissa voimme puhua
reaalilukujen ominaisuuksista. Méaarittelemme aakkoston L seuraavasti:

1. Jokaista reaalilukujen joukon R alkiota ¢ kohti aakkostoon L kuuluu
vakiosymboli c.

2. Jokaista n-paikkaista relaatiota R C R" kohti L:4dn kuuluu n-paikkainen
predikaattisymboli R kaikilla n > 1.

3. Jokaista n-paikkaista funktiota F' : R” — R kohti L:d&n kuuluu n-
paikkainen funktiosymboli F' kaikilla n > 1.

Otamme siis aakkostoon L symbolin jokaista reaalilukujen alkiota, re-
laatiota ja funktiota kohden. Néitd symboleita voi ajatella kyseisten mate-
maattisten objektien niminé kielessimme. Mikéli objektilla on jokin yleisessé
kéytossa oleva merkki, esimerkiksi numero 1 tai funktio sin, kdytdmme ky-
seistd merkkid myos vastaavana kielen L symbolina. Kontekstista pitéisi olla
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selvéd, tarkoittaako jokin merkki L:n symbolia vai kyseistd matemaattista
objektia.

Voidaksemme kayttad loogista kieltdmme reaaliluvuista puhumiseen, maa-
rittelemme L-mallin R seuraavasti:

dom(R) =R
CR:C
RR* =R
FR=F

Oleellisesti siis malli R asettaa jokaisen symbolin tarkoittamaan sité objektia,
jonka nimeksi se alunperin valittiinkin.

Huomatus 1.2.1 Kdaytdimme jatkossa loogisissa kaavoissa lyhennysmerkin-
toind tavallisia matemaattisia merkintojd tasmallisten loogisten merkintdjen
sijaan. Esimerkiksi siis tulemme kdyttamddn merkintdd x—+1vy sen sijaan, ettd
kirjoittaisimme +(x,y).

Nyt L-teoria T' = {¢|pon L-lause jaR = ¢} kuvaa kaikki reaaliluku-
jen ominaisuudet, jotka voidaan ilmaista ensimmaéisen kertaluvun logiikassa.
Kuitenkin 7:114 on muitakin malleja kuin R, kuten seuraava lause kertoo.

Lause 1.2.2 Olkoon € aakkostoon L kuulumaton merkki. Teorialla T on mal-
I *R, jolle pdtee
"REe>0
Jja
"REe-n<l1
kaikilla n € N.

Todistus: Valitaan joukko 7" seuraavasti:
T"=TU{e>0}U{e-n<1|neN}

Selvasti 7" on L U {e} -teoria.

Olkoon nyt 7] mielivaltainen &érellinen 7":n osajoukko. T{:n darellisyy-
desté seuraa, etté siiné voi olla vain &érellinen méard muotoa €-n < 1 olevia
lauseita. Voimme siis valita sellaisen m € N, jolla lause € - n < 1 ei kuulu
Tj:aan milldéin n > m. Nyt olkoon malli M kuten R, paitsi ettd eM = 1/m.
Selvésti nahddén, ettd M = T},

Koska T":n mielivaltaisella aérellisella osajoukolla on malli, niin kompakti-
suuslauseen nojalla 7":114 on malli. 77:n méaéritelmén nojalla timé on haluttu

*R. U
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1.3 Epiastandardien reaalilukujen joukko *R

Tarkastellemme nyt tarkemmin mallia *R. Jatkossa kutsumme joukkoa dom(*R)
epiastandardien reaalilukujen joukoksi ja merkitsemme sitd *R. Kdytdmme
*R:n alkiosta ¢ * merkintii *c, relaatiosta R" ® merkintdd * R ja funktiosta
f merkintdd * f.

Koska todistimme mallin *R olemassaolon epidkonstruktiivisesti, emme
pysty suoraan sanomaan siitd oikeastaan mitdéan. Seuraava tulos kuitenkin
antaa meille tyokalut sen tutkimiseen.

Korollaari 1.3.1 (Siirtoperiaate) Kaikille L-lauseille ¢ pdtee
R E ¢ jos ja vain jos *R E ¢.
Todistus: Seuraa vilittomaésti lauseesta 1.2.2. [

Siirtoperiaate siis antaa meille tietoa siitd, millainen struktuuri *R on. Se
toimii myd6s padinvastoin, silld jos voimme osoittaa, ettd mallilla *R on jokin
L-lauseella ilmaistavissa oleva ominaisuus, siirtoperiaatteen nojalla kyseinen
ominaisuus on myo6s R:lla. Taméa mahdollistaa epédstandardien reaalilukujen
kidyton tavallisten reaalilukujen tutkimisessa.

Esimerkki 1.3.2 (*R,*+,*-,* <) on kommutatiivinen jarjestetty kunta.

Todistus: Olkoon M L-malli. Jarjestetyn kunnan mééaritelmén ja totuus-
mééritelméin perusteella (dom(M), +M, M <M) on kommutatiivinen jér-
jestetty kunta, nolla-alkiona 0™ ja ykkosalkiona 1M, tésmilleen silloin kun
seuraavat lauseet ovat totta M:ssé:

VaVbVe a+ (b + ¢) = (a+b)+c
VavbVe a-(b-c) = (a-b)-c
Vavb a+b = b+a

Yavb a-b = b-a

VavbVe a-(b+c) = (a-b)+(a-c)
Va a+0 = a

Va a1 =a

-0=1

VYadb a+b =0

Va (—ra=0—3bab=1)
VaVbVe (a<b — a+c<b+c)
Vavb ((0 <a A0 <b) — 0 <a-b)
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Téamaé ndhdaédn soveltamalla totuusméaritelméé jokaiseen ylldolevista lauseis-
ta. Sivuutamme yksityiskohdat. Oleellista on huomata, kuinka reaalilukujen
ominaisuuksia voidaan ilmaista ensimméisen kertaluvun logiikan lauseilla.

Tieddmme, ettd (R, 4+, -, <) on kommutatiivinen jirjestetty kunta, joten
ylla olevat lauseet ovat totta mallissa R:sséd. Lauseen 1.3.1 nojalla kyseiset
lauseet ovat totta myos mallissa *R. Tulos seuraa vélittomésti. [

Miééritellddn nyt kuvaus *: R — *R asettamalla *(z) = *z. Tadma4 siis tar-
koittaa, ettd funktio * kuvaa alkion z® alkiolle 2 ®, kun z on aakkoston L
vakiosymboli. Koska kieli L mé&ariteltiin siten, ettd siind on tésmélleen yksi
vakiosymboli jokaista R:n alkiota kohti, on * hyvinmé&éritelty. Tarkastelemme
nyt tdmén kuvauksen ominaisuuksia.

Lause 1.3.3 x on injektio.

Todistus: Olkoon x ja y kaksi mielivaltaista eri R:n alkiota. Nyt R = -z =

y, joten myos *R | —x = y. Tésté seuraa, ettd *z # *y. Toisaalta x(z) = *x
ja *(y) = *y, joten x(x) # *(y). Siis * on injektio. O

Teemme myo0s tarkeéin havainnon, etté epastandardien reaalilukujen jou-
kossa on alkio € *. Se ei voi olla minkééin kielen L vakiosymbolin tulkinta mal-
lissa *R, koska jokaisella = € R voidaan valita n € N niin, ettd R £ z-n < 1
tai R [~ x > 0. Siis kuvaus * ei ole surjektio eiké siten myoskddn bijektio.

Lause 1.3.4

(i) Kaikilla aakkoston L n-paikkaisilla relaatiosymboleilla R ja kaikilla xq, xo, . . . x, €
R pitee: (x1,22,...2,) € R® jos ja vain jos (x(x1), x(xa), - * (z,)) €
R'®.

(i1) Kaikilla aakkoston L n-paikkaisilla funktiosymboleilla F ja kaikilla x4, xo, . . . x, €
R pitee: x(FR(x1, @9, ...1,)) = F R(x(x1), *(22), - -+ * (1,)).

Todistus: (i): Tamé& ndhdddn suoraviivaisella péaéttelylla:

(z1,2,...7,) € R® & R &= R(xy,19,...2,)
SR E R(xy, 29, ... 7)) < "2y, w9, ... 2y) € R'R.
Ensimméisessé ja viimeisessa padttelyssa kdytdmme totuusmaéaritelmas, kes-

kimmaéisessi siirtoperiaatetta. Kun vield muistamme, ettd *(x) = *z kaikilla
r € R, saamme véitteen.
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(ii): Merkitédén F®(xq,2o,...2,) = c. Nyt lause F(x1,2o,...2,) = ¢ on
tosi mallissa R, joten se on myos tosi mallissa *R. Siis

*

FR(x(21), %(w0), - -+ % (1)) = F *(*21, %20, ... *1,) = *c.
Toisaalta *(F®(xy, 2y, ... 7,)) = *(c) = *c. O

Kuvaus * siis antaa meille tavan upottaa joukon R joukkoon *R. Lauseiden
1.3.3 ja 1.3.4 nojalla joukko *(R) on tésmélleen samallainen struktuuri kuin
R. Tamén havainnon nojalla samaistamme jatkossa kyseiset joukot, joilloin
voimme pitdd *R:4 kunnan R laajennoksena. Erityisesti siis R C *R. Voimme
nédin myos samaistaa alkiot ¢ € R ja *c € *R.

2 Infinitesimaali ja d&retdn

Muodostimme edelld epédstandardien reaalilukujen kunnan *R. Keskitymme
nyt tutkimaan sen ominaisuuksia. Kdytannollisyyden vuoksi tulemme jatkos-
sa kiyttamadn epdstandardien reaalilukujen relaatioista ja funktioista samo-
ja merkintoja kuin reaalilukujen vastaavista, paitsi jos tdmé voisi aiheuttaa
sekaannuksia kyseisessé yhteydessa.

2.1 Maaritelmia

. . . . . . * . . . . .
Huomasimme aikaisemmin, etti alkio € ® € *R ei kuulu reaalilukuihin. T#-
mén havainnon pohjalta teemme seuraavan méaaritelmén.

Maéritelma 2.1.1 [Hur85, s. 25] Oletetaan, etti x € *R. Sanomme, etti x
on standardi, jos r € R. Muussa tapauksessa x on epéstandardi.

Lauseen 1.2.2 nojalla € ® < % kaikilla n € N ja lisiksi € ® > 0. Silld on siis
samat ominaisuudet, joita varhaisessa analyysissa kidytetyilla infinitesimaa-
leilla ajateltiin olevan. Koska *R on jérjestetty kunta, tieddmme, etta alkio
1/e® on my6s olemassa. Lisiiksi 1/¢ ® > n kaikilla n € N. Siis tietyssd mie-
lessii voimme sanoa, ettd 1/€ ® on #déirettoméin suuri. Luokittelemme siis *R:n
alkioita edelleen seuraavan méaritelmén mukaisesti.

Maiédritelma 2.1.2 [Hur85, s. 25]
(1) Luku x € *R on ddrellinen, jos |x| < n jollakin n € N.

(i1) Luku = € *R on ddrettomdn pieni eli infinitesimaali, jos |x| < 1/n

kaikilla n € N.
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(i11) Luku x € *R on ddreton, jos |x| > n kaikilla n € N.

Totesimme jo edelld, ettd *R todella sisdltda seké infinitesimaaleja ettd da-
rettémid lukuja. Vastaavasti —e * ja —1/€ ® edustavat negatiivisia infinite-
simaaleja ja ddrettomia lukuja. Liséksi luku 0 on ylla annetun méaaritelmén
nojalla infinitesimaali.

Esimerkki 2.1.3 Olkoon €,0 € *R infinitesimaalisia, x € *R ddrellinen
muttei infinitesimaali, a,b € *R ddrellisid ja Q, ¥ € *R ddrettomid. Tdlloin

(a) € + 9§ on infinitesimaali.
(b) ac on infinitesimaali.
(c) a+b on ddrellinen.

(d) & on infinitesimaali.
(e) QU on ddreton.

(f) € on ddreton.

(9) Q24 a on ddreton.

Todistus: Ensin teemme havainnon, etti itseisarvon ominaisuus |zy| = |x||y|
kaikilla x,y € R sekd kolmioepayhtdlo ovat voimassa myds epastandardeil-
la reaaliluvuilla, silld kyseiset ominaisuudet voidaan esittda seuraavilla L-
lauseilla.

Vavy |zy| = |z||y|
Vavy |z — |y| < |z +y| < |z| + |y

Siis siirtoperiaatteen nojalla ndmé ominaisuudet siirtyvét *R:lle. Nyt viitteet
voidaan osoittaa suoraan mééritelmén 2.1.2 pohjalta.

(@) le+ 4| <le|+|0] < 1/2n+1/2n =2/2n = 1/n kaikilla n € N.

(b) On olemassa sellainen m € N, ettd |a|] < m. Nyt |ag| = |a|le] < m -
1/mn = 1/n kaikilla n € N.

(c) la+b| < la]+1b] < m+n joillain m,n € N, koska a ja b ovat dérellisi.

(d) On olemassa sellainen m € N, ettd |a|] < m. Siis |a/Q| = |a||1/Q| <
m - 1/mn = 1/n kaikilla n € N.

(e) |QU] = |Q||¥| > 1-n=n kaikilla n € N.
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(f) Koska z ei ole infinitesimaali, niin |z| > 1/m jollain m € N. Siis |z =
|z]|Q2] > 1/m - mn = n kaikilla n € N.

(g) On olemassa sellainen m € N, ettéd |a| < m. Nyt |2+ a| > |Q| — |a| >
n +m —m = n kaikilla n € N.

Infinitesimaalin késitteen pohjalta méaarittelemme kaksi relaatiota. Naista
ensimmaéinen tulee olemaan keskeinen monissa mychemmissé tarkasteluissa.

Maéritelma 2.1.4 [Hur85, s. 26] Oletetaan, ettd x,y € *R. Sanomme, ettd

(i) © ja y ovat ddarettoman ldhelld tai infinitesimaalisen lihelld, jos x — vy
on darettoman pieni. Merkitsemme titd x ~ y. Jos x ja y eiwdt ole
adrettomdn lihelld toisiaan, merkitsemme x % y

(i1) = ja y ovat ddrellisen ldhelld, jos x — y on ddrellinen. Merkitsemme
T ~ Y jos ndin on ja x 4y muuten.

Jatkoa varten teemme vield seuraavan havainnon naiden relaatioiden omi-
naisuuksista.

Lause 2.1.5 ~ ja ~ ovat ekvivalenssirelaatioita.

Todistus: Refleksiivisyys: |z — x| = 0 kaikilla 2 € *R ja 0 on infinitesimaali
seké dédrellinen.

Symmetrisyys: |z — y| = |y — x| kaikilla z,y € *R.

Transitiivisuus: |z — 2| = |z —y +y — 2| < |z — y| + |y — 2| kaikilla
z,y,z € *R. Jos x ~ y ja y ~ z, niin |z — y| ja |y — z| ovat infinitesimaaleja,
joilloin my6s |z — y| + |y — 2| on infinitesimaali esimerkin 2.1.3 (a) nojalla.
Vastaavasti esimerkin 2.1.3 (¢) nojalla |x —y|+ |y — z| on &é&rellinen, jos x ~ y
jay ~ z.UJ

2.2 Standardiosa

Tarkastelemme vield yhtad epéstandardien reaalilukujen ominaisuutta.

Lause 2.2.1 [Hur85, s. 26] Olkoon p € *R dadgrellinen. Tdlloin on olemassa
tasmdlleen yksi r € R, jolle p ~r.

Todistus: Olkoon A kaikkien niiden reaalilukujen joukko, jotka vahintdén
yhtd suuria kuin p, eli A = {x € R | p < z}. Olkoon B puolestaan p:ta
pienempien reaalilukujen joukko eli B = {x € R | z < p}. Koska p on
adrellinen, on olemassa standardi luku s jolla —s < p < s. Koska —s nyt
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kuuluu B:hen, B on epétyhj, ja liséiksi s on B:n ylidraja. Siis B on epétyhjé
ja ylh#éltd rajoitettu, joten sup(B) € R on olemassa.

Merkitéén sup(B) = r. Olkoon liséksi € > 0 standardi ja mielivaltainen.
Nyt supremumin ominaisuuksien nojalla (r —¢) € B. Samoin (r +¢) € B,
joten (r+e¢) € A. Téstéd seuraa, etti r—e <p <r+eeli|r—p| <e. Koskae
valittiin mielivaltaiseksi, tdmé itseasiassa pétee kaikilla standardeilla £ > 0.
Siis r ~ p.

Osoitetaan viela, ettd r on yksikésitteinen. Oletetaan, ettd ' € R ja
r’ ~p. Talloin |[r—7'| = |[r—p+p—7'| < |r—p|+|p—7r'| < e+e = 2¢ kaikilla
e € R. Koska myds r ja 1’ ovat standardeja, my6s |r — 7’| on standardi, joten
r=r".040

Lause 2.2.1 siis sanoo, ettd jokainen &arellinen epéastandardi reaaliluku on
jonkin standardin luvun vélittoméssé ladheisyydessi. Tahén liittyen annamme
seuraavan médritelmén.

Maaritelma 2.2.2 Olkoon p € *R ddrellinen. Kutsumme yksikdsitteistd stan-
dardia lukua 7, jolla p ~ r, p:n standardiosaksi ja merkitsemme sitd st(p).
Ndin mddriteltyd funktiota st: {x € *R | x ddrellinen} — R kutsumme stan-
dardiosakuvaukseksi.

3 Epidstandardi analyysi

Olemme nyt tutustuneet epéstandardien reaalilukujen teorian perusominai-
suuksiin. Sovellamme téssé luvussa sité perusanalyysiin. Analyyttisten kysy-
mysten tutkimusta epéstandardien reaalilukujen avulla kutsutaan epéstan-
dardiksi analyysiksi.

Haluamme jatkossa késitelld funktioita, joiden maéaérittelyjoukko ei ole
koko R. Aakkoston L funktiosymbolit kuitenkin kuvaavat vain funktioita
R — R, joten niiden avulla emme voi puhua niistd funktioista loogisissa
lauseissa. Kuitenkin funktiot ovat myos relaatioita, joten jokaista funktiota
F: A — R, missi A C R, kohti on aakkostossa L relaatiosymboli F', jon-
ka tulkinta on funktio F'. Téten loogisissa lauseissa esiintyvat merkkijonot
F(z) = y tulee tulkita vaihtoehtoisena kirjoitustapa merkkijonolle F'(z,y),
jos reaalifunktion F' ldhtojoukko on jokin muu kuin koko R. Vastaavasti mo-
nimutkaisemmatkin téllaisia funktioita koskevat véitteet tulee kéasittdaa sopi-
vina relaatioina.
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3.1 Raja-arvo

Raja-arvo on yksi analyysin peruskésitteistid. Epédstandardit reaaliluvut mah-
dollistavat kaytéannollisen vaihtoehtoisen médritelmén reaalifunktioiden raja-
arvolle, kuten seuraava lause kertoo.

Lause 3.1.1 [Hur85, s. 45, lause 10.1 (a)] Olkoon f: A — R, missi A C R.
Tdlloin lim,_, f(x) = K, jos ja vain jos *f(x) ~ K kaikilla x € *A, joilla
T ~ajox#a.

Todistus: "=": Oletetaan, ettd lim, ., f(x) = K. Olkoon z € *A mielival-
tainen luku, jolla z ~ a ja x # a. Nyt riittdé osoittaa, ettd |*f(z) — K| on
infinitesimaali eli |* f(z) — K| < ¢ kaikilla positiivisilla € € R.

Olkoon € > 0 mielivaltainen positiivinen reaaliluku. Raja-arvon maéritel-
mén nojalla on olemassa sellainen reaaliluku § > 0, ettd kun 0 < |y —a| < 4,
niin |f(y) — K| < ¢ kaikilla y € A. Siis L-lause

Ve (x€e ANO<|z—al <) —|f(z)— K)| <e)

on totta mallissa R, joten se on myds totta mallissa *R siirtoperiaatteen
nojalla. Nainollen myds kaikilla y € *A pétee |f(y) — K| < ,jos 0 < |[y—a| <
d. Koska |z — a| on infinitesimaali ja  # a, ehto 0 < |z —a| < ¢ on voimassa,
joten | f(y) — K| < €. Koska ¢ valittiin mielivaltaisesti, | f(y) — K| < ¢ kaikilla
standardeilla € > 0 eli *f(x) ~ K.

"< Oletetaan nyt, ettd kaikilla x € *A pitee *f(z) ~ K, kun = ~
a. Tehdddn vastaoletus, ettd lim, ., f(z) ei ole K. T&lloin voidaan valita
sellainen reaaliluku ¢ > 0, ettd kaikilla 6 > 0 on olemassa x € A, jolla
0<|z—a|l<djal|f(zr)— K| >e. Nyt L-lause

V6 (8>0—3z (€AN0< |z —a| <dA|f(x)— K| > ¢))

on totta mallissa R, joten se on myos totta mallissa *R. Olkoon nyt § € *R
positiivinen ja ddrettomén pieni. Talloin aikaisemman pédttelyn nojalla on
olemasssa sellainen x € *A, ettd 0 < |z —a| < 0 ja [*f(z) — K| > €. Siis
x ~ a mutta *f(z) 2 K. TAmé on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten viite
patee. [J

Myos yleistetty raja-arvon késite, mukaanlukien raja-arvot ddrettoméissa ja
adrettomaéat raja-arvo, voidaan maéritelld samaan tapaan epastandardien re-
aalilukujen avulla. Tyydymme kuitenkin tdmén tutkielman puitteissa vain
perustapaukseen.

Koska muutkin analyyttiset késitteet, kuten jatkuvuus ja derivaatta, pe-
rustuvat raja-arvon késitteeseen, voidaan niitékin tutkia lauseen 3.1.1 avulla.
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Esimerkki 3.1.2 Olkoon f(z): R — R mddritelty kaavalla f(z) = 2.
(a) Laske lim, . f(x).

(b) Osoita, etti f on jatkuva koko reaalilukujen joukossa.
(c) Laske f'(x).

(a) Huomataan ensin, etté lim,_.o f(z) = lim,_o f(2+4 ). Oletetaan nyt,
ettd v ~ 0jax # 0. Nyt f2+2) = (2+2)? =4+ 21 + 2? ~ 4. Siis
lim, ., f(x) = 4.

(b) Olkoon a € R mielivaltainen sekd = ~ 0 ja = # 0. Télloin f(a+z) =
(a+x)* = a® + xa + 2% ~ a® = f(a). Téstd voidaan piitelld samoin kuin
kohdassa (a), etta lim,_, f(z) = f(a), eli f on jatkuva.

(c). Olkoon z € R mielivaltainen sekid h ~ 0 ja h # 0. Talloin

fl@)—fle—h) a*—(x—h)? a®—a*+2zxh—h?

h h B h
2 _ 12
:m =2x — h ~ 2.
h
Siis f/(z) = limy,_o LETE — 9g

3.2 Aéiriarvolause

Lopuksi vield havainnollistamme, kuinka epéstandardia analyysia voidaan
kiayttad reaalilukujen tutkimiseen. Todistamme yhden analyysin perustulok-
sista, ddriarvolauseen. Téaté varten tarvitsemme kuitenkin ensin aputuloksia.

Lemma 3.2.1 Jokaisella positiivisella x € *R on olemassa sellainenn € *N,
ettt xr <n<zx+ 1.

Todistus: Tieddmme, ettd jokaisella x € R on olemassa sellainen n € N,
ettd x <n < z + 1. Siis L-lause

Vedy (e NAz<y<zxz+1)

on totta mallissa R, joten se on totta myos mallissa *R. Taméi antaa halutun
tuloksen. [

Lemma 3.2.2 *N sisdltdda ddrettomid lukuja.

Todistus: Olkoon x € *R positiivinen ja déreton. Lemman 3.2.1 nojalla on
olemassa n € *N, joka on vahintddn yhtéd suuri kuin z. Siis [n| =n >z >m
kaikilla m € N, eli n on aéreton. [J
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Lause 3.2.3 (A#riarvolause) Olkoon f: [a,b] — R jatkuva koko wililli
[a,b]. Tdlloin on olemassa ¢ € [a,b] niin ettd f(c) > f(d) kaikilla d € [a,b].

Todistus: Olkoon n € N mielivaltainen. Muodostetaan pisteet z,, j niin etta
Tnk = a+ k(b—a)/n kaikilla 0 < k < n,k € N. Nyt joukko {f(z,) | 0 <
k < n} on direllinen, joten siind on suurin alkio. L-lause

Vei(r e N—- Wz (yeNAy<zA((zeNAz<z)— f(x:.) < f(224))))

siirtdéd tdmén ominaisuuden epéstandardeille reaaliluvuille.

Olkoon nyt n € *N aéreton. Talloin on edellisen pédttelyn nojalla ole-
massa sellainen p € *N, ettd p < n ja kaikilla £ € *N, joilla & < n pétee
f(xng) < f(xny). Valitaan nyt ¢ = st(z,,,). Osoitamme, ettd tdmé c tayttas
lauseessa halutun ehdon.

Olkoon nyt d € [a,b] standardi ja olkoon m € *N pienin luonnollinen
luku, joka on suurempi tai yhtésuuri kuin n(d — a)/(b — a). Talléin m =
n(d—a)/(b—a)+ s, missd 0 < s < 1. Nyt

doa), )i

b—a
n(d—a) b—a b-—a n(d—a) b—a

=a + : + s ~a+ :
b—a n n b—a n

=a+d—a=d.

xn7m:a~l—m(b—a):a~l—<
n

Eli d ~ ,,, jollain m € *N. Funktion f jatkuvuuden ja lauseen 3.1.1 nojalla
F(d) = [{mm) ja vastaavasti £(¢) = f{ny). Siis £(d) > f(nm) < flny) =~
f(c). Talloin joko f(d) ~ f(c) tai f(d) < f(c). Jos f(d) ~ f(c), niin f(d) =
f(c), silla seké c ettd d ovat standardeja. Muulloin taas f(d) < f(c). Koska
d oli mielivaltainen, f(d) < f(c) kaikilla d € [a,b] O
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